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Abstract In this work the Dirichlet problem for the Laplace equation in a doubly
connected domain is solved. For the solution of the proposed problem, we have
the Green harmonic function on this domain, and from this function, the Poisson
Kernel is obtained explicitly. With these elements and the properties of the confor-
mal mappings, the integral representation formula that solves the Dirichlet problem
for the Laplace equation is obtained. This application to obtain Poisson’s Kernel
through the theory of conformal transformations makes it possible to solve pro-
blems of boundary values on a variety of domains in which the known method of
parqueting-reflection is not admissible and the method via the Schwarz problem.
Keywords border value problems, conformal transformations, Green function, Pois-
son Kernel.

Resumen En este trabajo se resuelve el problema de Dirichlet para la ecuacion de
Laplace en un dominio doblemente conexo. Para la solucién del problema planteado
se cuenta con la funcidon arménica de Green sobre este dominio, y a partir de esta
funcion, el Kernel de Poisson es obtenido de manera explicita. Con estos elementos
y las propiedades de los mapeos conformes se obtiene la férmula de representacion
integral que resuelve el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace. Esta
aplicacién para obtener el Kernel de Poisson a través de la teoria de las transfor-
maciones conformes posibilita resolver problemas de valores de frontera sobre una
variedad de dominios en los que no es admisible el conocido método de parqueting-
reflection y el método via problema de Schwarz.
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Palabras Claves funcién de Green, Kernel de Poisson, problemas de valores de
frontera, transformaciones conformes.

1 Introduccion

En andlisis complejo, los problemas de valores en la frontera para ecuaciones
diferenciales parciales tienen por objetivo obtener soluciones de forma analitica o
exacta, muchos resultados en la literatura relacionada son conocidos por tipos espe-
ciales de ecuaciones como ecuaciones elipticas con coeficientes constantes o analiti-
cos (Begehr, 1994; Begehr y Gilbert, 1992; Dzhuraev, 2000; Gakhov, 1966; Garnett,
1981; Muskhelishvili, 1953; Vekua, 1962).

Autores como, Ying y Xuefang (2016); Abdymanapov, Begehr, y Tungatarov
(2005, 2009); Begehr y Harutyunyan (2006); Akel y Hussien (2012); Begehr y
Vaitsiakhovich (2009a, 2012, 2009b); Shupeyeva (2012, 2013), entre otros, han con-
siderado los problemas de valores de frontera en dominios simplemente conexos, tal
vez por la razén de que trabajar con problemas de valores de frontera en dominios
multiplemente conexos conduce a muchas dificultades adicionales. Lo antes dicho
ha implicado que se conozcan pocos resultados sobre este tema (Vaitsiakhovich,
2007; Vergara y Vanegas, 2021), a pesar de que representan un interés especial ya
que aparecen naturalmente en muchos problemas de mecénica, especialmente en la
teoria de la filtracién en hidrodindmica y también en la teorfa de materiales com-
puestos (Richardson, 2001; Adler, 1992).

Es conocido que la ecuacién de Laplace es una ecuacidn diferencial importante
en todas las matemadticas aplicadas. Surge en una gran variedad de sistemas fisi-
cos y matemadticos, como el electromagnetismo, la mecanica de fluidos, la teoria
del potencial, la conduccién de calor, entre otros. Por eso es valioso e importante
investigar problemas de valores de frontera que involucran esa ecuacién o su ecua-
cién no homogénea correspondiente, la ecuaciéon de Poisson, que modela muchos
fenémenos de estado no estacionario.

La funcién armoénica de Green es una solucion fundamental para el operador de
Laplace por lo que es indispensable conocerla explicitamente. Existen varios méto-
dos para construirla, por ejemplo, el principio de parqueting-reflection, el problema
de Schwarz y la invarianza conforme (Begehr y Vaitsiakhovich, 2010a, 2010b).

El método de la invarianza conforme es utilizado para encontrar funciones
armoénicas en dominios donde exista un mapeo analitico y cuyo dominio por la for-
ma especial que tiene, no admite un parqueting o el problema de Schwarz (Begehr
y Vaitsiakhovich, 2010a; Begehr, 2017; Vergara y Vanegas, 2021).

En ciertos problemas de valores de frontera, frecuentemente se necesita resolver
la ecuacién de Laplace 4u = 0 en un dominio D en el plano complejo, y por razones
de la estructura del dominio D no es posible determinar u. Sin embargo, es posible
determinar un mapeo conforme w : © — 2, donde la imagen de D tenga una
forma conveniente y conduzca a la solucién del problema en D.
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Ante este contexto, dada la funcién arménica de Green para un dominio doble-
mente conexo se plantean los objetivos:

= Obtener explicitamente el Kernel de Poisson para un dominio doblemente cone-
X0.

= Construir la férmula de representacion integral para la solucién del problema de
Dirichet para la ecuacién de Laplace sobre un dominio doblemente conexo.

= Resolver el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace sobre un dominio
doblemente conexo a través de las propiedades de los mapeos conformes.

El desarrollo del presentre trabajo empieza con la seccién 2 de preliminares en la
que se define el Kernel de Poisson para un dominio regular D y se establecen algu-
nas de sus propiedades. Ademads, a través de un teorema se establece una importante
conexioén entre las funciones arménicas y holomorfas, especificamente su compo-
sicion. En la seccién 3 se describe un tipo especial de transformacion conforme,
llamado transformacién de Mobius de un dominio doblemente conexo del z-plano
complejo (D) al anillo concéntrico del w-plano complejo (£2). También en esta sec-
cién se muestra la funcién arménica de Green para D,. En la seccidn 4 se construye
el Kernel de Poisson para un dominio doblemente conexo D, al realizar la derivada
normal exterior de la funcién arménica de Green reescrita en términos de suma, so-
bre la frontera del dominio doblemente conexo, logrando asi el primer objetivo de
esta investigacion. Finalmente en la seccién 5, se da un ejemplo para la ecuacion de
Laplace usando el Kernel de Poisson que se ha construido en la seccién 4, es decir,
se construye una férmula de representacién integral de la solucién del problema de
Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un dominio doblemente conexo. Con esta
seccion se alcanzan los otros dos objetivos de la presente investigacion.

2 Preliminares

1
Definicion 1. Sea D un dominio regular con funcién de Green G(z,¢) = §G1 0
(Vaitsiakhovich, 2008). El Kernel de Poisson para D estd definido por

1
81z.¢) = =50, G1(z,0), z€ D, { €D. (1)

El Kernel de Poisson posee las siguientes propiedades:

1) g1(-,{) es armoénica en D paratodo { € D,
ii) g1(z,-) es continua sobre 9D para todo z € D,

1
i) 1im o= [ Y00 05 = @)
20 £TTL
oD

para zp € dD; y es integrable sobre D y continua en el punto zj.
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Teorema 1. Sean V y U conjuntos abiertos en Cy F : V — U una funcion holo-

morfa. Si u : U — C es una funcion armonica, entonces u o F es armonica en V
(Stein y Shakarchi, 2003).

3 Dominio D, y mapeo conforme

El dominio D, esté definido por:

Dz:{zEC:C\{DS(r)UD},O<r< %}

é -
Lﬁ’r:Tﬁ,é’ﬁeR’l <B<dconDyr) =lz—s| <ry

donde s =
D = |z| < 1, ver figura 1.

Y

Figura 1: Dominio D,, D, to the left, Q to the right
Fuente: Adaptado de Vergara y Vanegas (2021)

La transformacion conforme

w(z) = ()

mapea D, en
Q={zeC:0<p<|w<1}.

Tal como se muestra en la figura 2.
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Z—« v
w =
i az—1 A
]D)z /\
B
F
A “\e¢ E D ¢
X
1 3 S
Y Y

(a) Region doblemente conexa D, (b) Anillo concéntrico Q

Figura 2: Mapeo w : D, — Q, D; to the left, 2 to the right
Fuente: Adaptado de Vergara y Vanegas (2021)

3.1 Funcion armonica de Green para 1D,

Usando el mapeo conforme 2 y la funcién armoénica de Green para el anillo
concéntrico Q2 de la figura 2b se obtiene la funcién arménica de Green G (z, ) para
D,, ver Vergara 'y Vanegas (2021)

—a |2 [—a 2 2
log| £ [ log |37
G (z,0) = - log

g (25

(-2
(1=

2

00

—logl_[

n=1

(as-D"Gz-a) (@ - 1)-r"({ —a)(az—1)
(@s— 1D (z-a) (Z’ - a) — (a'Z— l)(az -1

2

00

—logn

n=1

(as— D" -a)(az-1) - (z-a)(al - 1)
(@as—D*(@z-D(a-1)-r"GZ-a)( -a)

)

Dados los elementos necesarios para resolver el problema de Dirichlet planteado,
a continuacion se reescribe la funcién armonica de Green G1(z, ) ( 3) en términos
de suma para aplicar la definicién 1, la cual proporciona el Kernel de Poisson para
D;,. Este Kernel satisface las propiedades de la definicién 1 bajo los supuestos del
teorema 1 y las propiedades de las transformaciones conformes. Por dltimo, a través
del mapeo conforme (ver figura 2), la solucién del problema de Dirichlet para la
ecuacion de Laplace en el anillo concéntrico 2 y el Kernel de Poisson para D5; se
obtiene como resultado la solucién del problema de Dirichlet para la ecuacién de
Laplace en un dominio doblemente conexo Dj.
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pamitd

1 g _ -
G (z.0) = le [log (¢ — @) ({ =)~ log (@ = 1) (e 1)
log (%)

= [log € -2)(¢—2)-log(1 - ZZ)(I - ZZ)]

= - llogi (P c-o) @ -1 -r"(¢-a)(ez-1)
n=1

(7" @=a) (@ ~1) = r" (¢ - a)(az~ 1))

—logi (‘1'2" (z-a) (Z— a) - (ch’— 1)(az— 1))_
n=1

X(Tz" (z-a) (Z’— a/) —rn (aZ— 1)(az— 1))]

- [log i ("¢ -a)(ez-1) =" (- a) (@l - 1)

n=1

X(7" (¢ - ) (az— 1) =" (z— @) (@ - 1))

~log i (7" (@zZ- D@ - D) -r"G-a)( - )

n=1

X(TZn (@z-D(@-D)-r"GZ-a) ({—a))]. 4)

4 Kernel de Poisson para D,

En esta seccién se construye el Kernel de Poisson para un dominio doblemente
conexo D,.

El Kernel de Poisson es utilizado en la férmula de representacion de Green para
funciones armonicas. Este se obtiene a partir de la derivada normal exterior de la
funcién de Green sobre la frontera dD,. En el caso del dominio D, el Kernel de
Poisson se obtiene explicitamente y tiene la forma:

Rep(z.0), Kl=1

1 . 5
“RePd) - sl=r ©)

P(Z,§)={

Aqui p(z,{) = ={8; G1(z,{) y la derivada normal exterior sobre la frontera de D,
con orientacion negativa estd dada por:
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~{0; =07 =1
W=\ Ly &

__a _—a—’ — = .
r 14 - I3 |§ SI r.

Considerando las derivadas normales hacia afuera en las diferentes partes de la
frontera, se obtiene lo siguiente:
para [{| = 1 se tiene

e {):g“log|w(z)|2_§alog|w(z)|2_ (%
’ pPl-a  pf-1) -z 1-%

_ i[ a2 - @) = £ (az = 1)
™ (z-a) (@~ 1D ~r"({ -a)(az—1)

n=1

N (" EZ-@) - (ez - 1) }
- - -r@-D@z-1)

-y [ (¥ ez =) - agr¥ (2 - a)
2 -a)(az—1) - (z—a)(al - 1)

n=1

. alt (az— 1) = (T - ) ]
2 (ez- D@ -1D)-r"EZ-a)( -a)

— 1
y para |[{ — s| = r se obtiene dividiendo p(z, {) por —.
r

5 Problema de valor de frontera

A lo largo de esta seccidn, se establece una férmula de representacion integral
del problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace en un dominio doblemente
conexo usando el Kernel de Poisson obtenido en la seccién 4.

Es evidente que la funcién arménica de Green, es una solucién fundamental para
el operador de Laplace y se puede utilizar para representaciones integrales de la so-
lucién del problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace. El Kernel de Poisson

p(z,¢) (ver 5) para nuestro dominio doblemente conexo D, se puede escribir en
forma compacta como:

1
p(z’ é/) = _Easzl (Z’ 5) ) Z€ D27 § € 6D2

Como la funcién de Green es armonica, lo es el Kernel de Poisson y de acuerdo
con las propiedades del Kernel de Poisson (seccién 2) y la representacion dada en
Vaitsiakhovich (2007) se verifica la siguiente propiedad:
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d
4

La solucién del problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace del anillo
concéntrico £, es un caso particular con respecto a la solucién del problema de
Dirichlet para la ecuacién de Poisson (ver Vaitsiakhovich (2007)). Esta solucién es

¢
2

y estd conectada con la solucién del problema de Dirichlet para la ecuacion de
Laplace para D, a través del mapeo conforme, es decir, el método consiste en re-
ubicar el problema desde el dominio doblemente conexo D, al anillo concéntrico
Q.

El primer hecho importante que se utiliza por el lema 1 es: la composicion de
una funcién arménica con una funcién holomorfa sigue siendo armdnica. Ademas
debido a la regularidad de las fronteras de ambos dominios y la inyectividad del
mapeo conforme, claramente ¢ es continua sobre la frontera de Dj.

En el anillo concéntrico €2 la solucién ¥(z) se expresa en términos de la convo-
lucién con el Kernel de Poisson. Mediante el mapeo conforme w(z) (ver 2), ¥/(z)
se mueve de regreso al dominio D,, dando asi la solucién del problema a través del
siguiente resultado:

1
lim — f 0(@)p(z, )= = p(20), 2 € Dy, 79 € IDy, ¢ € C(OD,,C). (6)
y ) 3]D2

1
V@) = -1 f 1218,, G\ (z,0) Y(L) @)
L JoR

Teorema 2. Sea un dominio doblemente conexo D,. El problema de Dirchlet para
la ecuacion de Laplace ,

w;z=0en Dy w = ¢ sobre dD;, ®)

donde ¢ € C(0D,,C), es resoluble en el espacio C*(D,,0)n C(ﬁz, C). La solu-
cion es tinica y estd dada por

1 d
w0 =1 f P@ILlpG 0% ©)
7l Jop, 4

Demostracion. Como el Kernel de Poisson es arménico en D5, entonces 9 satisface
la ecuacion de Laplace en D;. En vista de 6 se cumple la condicion de frontera.

El teorema anterior ilustra un ejemplo de problema de Dirichlet para la ecuacién
de Laplace sobre un dominio doblemente conexo, de la cual se pueden derivar pro-
blemas particulares sobre este tipo de dominios. Por ejemplo, se podria considerar
una aplicacion en flujo de calor, cuyo problema consiste en hallar la temperatura de
estado estable que satisface condiciones de frontera especificas, y como aplicacién
en la electrostatica se puede encontrar el potencial electrostitico con condiciones de
fronteras dadas. La temperatura de estado estable y el potencial electrostitico son
soluciones de la ecuacién de Laplace en cada caso.



Referencias 9

6 Conclusiones

El resultado principal de esta investigacion fue la construccién del Kernel de
Poisson para dominios doblemente conexos. Esto se hizo en la seccién 4, para
lo cual se usé la funcién arménica de Green obtenida en la seccién 3 escrita en
términos de sumatorias. Luego en la seccién 5 se us6 este Kernel de Poisson para
dar una férmula de representacion a la solucién del problema de Dirichlet para la
ecuacién de Laplace.

La existencia de un mapeo analitico w : D — 9’ permite resolver problemas
con valores en la frontera mas complicados y de gran interés en el campo de la fisica.
Por otra parte, el método para obtener el Kernel de Poisson mediante una funcién
de Green dada para dominios doblemente conexos también se puede aplicar para
obtener otros niicleos de funciones especiales a partir de las funciones de Neumann
armonicas y las funciones Robin armdnicas en tales dominios. Con estas funciones
se puede entonces obtener otras férmulas de representacion integral, que posibiliten
resolver problemas de valores en la frontera diferentes del planteado en este trabajo
y que pueden servir como modelos para diferentes fendmenos fisicos. El estudio de
los problemas de valores de fronteras en dominios multiplemente conexos desde el
punto de vista numérico sigue siendo objeto de investigacion.
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