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Abstract The purpose of the research is to carry out a documentary review on frac-
tals and their applications in the areas of medicine, chemistry, geology, compu-
ting, study of new mathematical theories, as well as programs used in the graphing
of fractals, the content of which will serve as a guide, for future studies. For the
documentary search, a meticulous study of articles in magazines of great impact
worldwide was carried out that show the origins and advances of the applications of
fractals in different scientific areas. Among the most important results was found in
medicine, the diagnosis of cancer and heart problems; in geology, the study of the
seismicity of territorial faults such as the San Andrés fault and the Lorca-Alhama
fault found in Murcia; in chemistry, the study of elements such as zinc and poro-
sity; in computing, image compression; as well as the application of programs such
as XaoS, Fractint and Python in the generation of fractal images. Concluding that
fractal theory, studies nature in a recurrent way based on mathematical theory and
the use of computational algorithms applied in various areas of science and engi-
neering.

Keywords application, computing, fractal, mathematics, study.

Resumen El propdsito de la investigacion consiste en realizar una revisién docu-
mental sobre los fractales y sus aplicaciones en las areas de medicina, quimica,
geologia, computacion, estudio de nuevas teorias matemadticas, asi como programas
utilizados en la graficacién de fractales, cuyo contenido servird de guia para futuros
estudios. Para la bisqueda documental se realiz6 un estudio minucioso de articulos
en revistas de alto impacto a nivel mundial que muestran los origenes y avances
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de las aplicaciones de fractales en diferentes dreas cientificas. Entre los resultados
mads importantes se encontré en la medicina, el diagndstico de cancer y problemas
cardiacos; en la geologia, el estudio de la sismicidad de fallas territoriales como la
famosa Falla de San Andrés y la Falla de Lorca-Alhama que se encuentra en Murcia;
en quimica, el estudio de elementos como el zinc y la porosidad; en computacion, la
compresion de imdgenes; asi como la aplicacidon de programas como XaoS, Fractint
y Python en la generacion de imdgenes fractales. Concluyendo que la teoria fractal,
estudia la naturaleza de forma recurrente basandose en la teorfa matematica y el uso
de algoritmos computacionales aplicados en varias dreas de la ciencia e ingenieria.

Palabras Claves aplicacidn, computacion, estudios, fractal, matemaéticas.

1 Introduccion

Desde la formacién del planeta se han encontrado en la naturaleza una gran diver-
sidad de formas complejas y cadticas que no podian ser descritas con la geometria
euclidiana, llegando a ser consideradas monstruosidades geométricas (Moreles,
2003). En geometria un objeto regular en un plano posee dos dimensiones y en
el espacio tres dimensiones; en cambio, si el objeto presenta una forma irregular
(fractal), para conocer sus dimensiones debe medirsela mediante la geometria frac-
tal, calculando para ello la dimensién fractal (Rodriguez et al., 2018). La dimensién
fractal es considerada la medida més adecuada para calcular las formas irregulares
del cuerpo humano (Rodriguez et al., 2006).

“Un fractal es un objeto geométrico que tiene una geometria complicada o irre-
gular y es aproximadamente auto-similar” (Clark Robinson, 2012). Estas estructuras
se las encuentra en las nubes, copos de nieves, esponjas, drboles, montafias, costas,
propagacion de fuego en los bosques y la distribucion de las galaxias (Dehouve,
2017).

Existen muchos fractales generados por los matematicos, entre ellos destacan el
Conjunto de Cantor, el tridngulo Sierpinski y la curva de Koch que son fractales
de sistema de funcidn iterada; el Conjunto de Julia y el Conjunto de Mandelbrot
que fueron desarrollados por investigadores lideres en el campo de los fractales de
los nimeros complejos como Gaston Julia y Benoit Mandelbrot (Ahmed, Akter,
Hossain, y Nurujjaman, 2016).

Estudiar las diversas formas y fenémenos presentes en la naturaleza, se ha vuel-
to uno de los problemas de mayor dificultad, debido a la escasez de herramientas
que permitan analizar propiedades de autosemejanza, de ahi la importancia de la
geometria fractal que se acomoda a formas, fendmenos y problemas, descifrando su
comportamiento; conocer el patrén de comportamiento de un fenémeno o proceso,
es de gran utilidad para predecir su evolucién en el tiempo (Lépez y Rivera, 2011).

Debido a que el andlisis fractal estd presente en la naturaleza y al ser un campo
poco estudiado en las matematicas por su reciente interés, la investigacion aportara
una revision documental sobre los fractales y sus aplicaciones en diferentes dreas
de la ciencia, analizando su evolucién e influencia, demostrando que la teoria y la
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practica son vitales para la exploracién de este campo, sirviendo de ejemplo para
futuros estudios.

2 Métodos

Para la bisqueda de contenido bibliogréfico se realizé una revisidn concisa me-
diante la utilizacién de bases de datos como Web of Science y Scimago, que indican
el indice de impacto de las revistas cientificas de mayor prestigio a nivel mundial
en diferentes areas de la ciencia; adicionalmente, se utilizaron otros buscadores de
articulos cientificos como Google Académico, Scielo, Dialnet y Redalyc. De la in-
formacion obtenida se seleccionaron los avances mds importantes sobre la teoria
fractal en dreas como la medicina, geologia, quimica, computacién y matematica;
los cuales fueron evaluados mediante lectura critica y verificados con su DOI (Di-
gital Object Identifier, en espaiiol Identificador de objeto digital).

3 Desarrollo y discusion

Las diversas teorias matematicas como la geometria fractal han permitido estu-
diar objetos naturales (fractales), cuyas formas irregulares no se podian estudiar con
las matematicas bésicas y que la irregularidad que los caracteriza se mide a través
de la dimensién fractal (Rodriguez et al., 2014). El nombre de fractales a estos ob-
jetos que se caracterizan por presentar forma fragmentada, interrumpida y cadtica
se lo dio Benoit Mandelbrot, quien retomd estudios realizados anteriormente por
matemdaticos como Gaston Julia y Pierre Fatou que estudiaron estas dreas complejas
de forma primitiva, cuyo procedimiento era tedioso e imposible de calcular por las
infinitas fragmentaciones que mostraban los objetos, por lo que se los dejé de lado;
pero Mandelbrot con la aparicién de ordenadores en los afios 70 pudo terminar estos
estudios (Arenzana, 2015).

3.1 ;Qué son los fractales y por qué son tan iitiles?

En la actualidad los fractales son una herramienta muy importante para describir
los fenémenos de los objetos naturales. Las propiedades de estos objetos pueden
ser la longitud de un borde, el espectro de tiempo de relajacién de un proceso, la
estructura geométrica de los arboles, el borde de las células, la cristalizaciéon en
los procesos quimicos, una costa, un copo de nieve o un rio. Todos comparten una
caracteristica comtn que es su medida y cierta complejidad geométrica. La longitud
(o érea) del copo de nieve al igual que una costa es dificil de medir en términos
geométricos, el mismo problema ocurre en otros objetos complejos.
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Todos estos objetos tienen una medida muy complicada de determinar a pesar que
su geometria suele ser muy simple, la cual se debe a la suma de pequeiias cantidad a
razén de su escala. Todas las medidas derivadas de tales objetos estan relacionadas
con la eleccién de la longitud de escala. Los ejemplos naturales mencionados apor-
tan, con un poco de reflexion, a la dificultad de dar una definicién en cuanto a su
medida. Si definimos una medida geométrica como la determinacién de una medida
cuantificable de estos ejemplos, como la longitud o el 4rea, entonces las medidas
geométricas de las caracteristicas fisicas son dificiles de establecer.

Félix Hausdorff fue uno de los pocos matematicos que penso en este problema.
En 1918, Hausdorff publicé un importante articulo en Mathematische Annalen, es-
te articulo dio un nuevo tratamiento a la medida de Lebesgue (Hausdorff, 1918).
Aproximadamente 60 afios después del articulo de Hausdorff, Benoit Mandelbrot
anexo el término fractal en su “Geometria de la naturaleza”. Mandelbrot examiné
una gran cantidad de objetos naturales, artificiales y geométricos. También intro-
dujo experimentos numéricos para demostrar la belleza fractal de los mapeos. El
famoso conjunto de Mandelbrot es un ejemplo que demuestra la naturaleza fractal
mediante un mapa iterado. Benoit Mandelbrot es el padre fundador de la comunidad
fractal que incorpora campos de la fisica, la biologia, la quimica, la ciencia de los
materiales, la arquitectura, etc.

La aplicacién de conceptos fractales en la ciencia actual es omnipresente en todas
las disciplinas. La determinacion de una longitud de contorno se puede realizar de
diferentes maneras. Un método para determinar la longitud total de un contorno es la
aplicacion del método Box Counting, que obtuvo su nombre del recuento de casillas
o cuadrados separados en el plano. Los cuadrados o cajas se pueden reemplazar por
otros objetos geométricos como esferas, elipsoides, cilindros, etc. La forma explicita
del elemento de medicién basico utilizado es de menor importancia en la estimacién
de la longitud de un contorno.

El Box Counting es uno de los métodos mds utilizados para determinar la dimen-
sion fractal, su popularidad se debe en gran parte a su relativa facilidad de célculo
matematico y estimacién empirica.

Ahora veamos la definicion formal “Box Counting”. Sea S un subconjunto aco-
tado no vacio de R? (o R") y sea N(e) el niimero de conjuntos de didmetro maximo
€, que pueden cubrir S.

Definimos el valor de la dimensién de Box Counting de S como:

D= —lim In N(e)
e—0 Ine

6]

Los fractales son muy tentadores para su estudio y debido a ello siempre se ha
intentado desarrollar nuevos graficos de los Conjuntos de Mandelbrot y de Julia
(Szoke y Holban, 2008). Como se mencioné anteriormente, sin el desarrollo de
los ordenadores no se hubiera podido estudiar los fractales, es claro que el estudio
fractal estd vigente de manera recurrente en la naturaleza, asi como el progreso de
los métodos matemadticos e informadticos, lo cual ha conllevado a aplicarse en varios
campos de la ciencia donde se caracterizan diferentes fendmenos (Urgiles, Vaca,
Tixi, Erazo, y Cardenas, 2020).
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3.2 Programas especiales para graficar fractales

Existe una gran variedad de programas que permiten graficar fractales, solo mos-
traremos algunos que consideramos utiles para dicho fin.

3.2.1 XaoS

Es un programa que tiene definido diferentes funciones que muestran impresio-
nantes figuras de fractales. XaoS tiene versiones para Windows, Linux y Mac. Es
gratis de cdédigo abierto, se puede descargar desde https://xaos-project
.github.io/.

Figura 1: Imagen del Conjunto de Mandelbrot generada del programa XaoS
Fuente: Elaboracion propia

3.2.2 Fractint

El Fractint es un programa similar al XaoS, al igual que el programa anterior es
gratis de cédigo abierto, ademas permite la manipulacion de la férmulas que definen
los fractales.
3.2.3 Python

En el lenguaje de programacion Python tenemos la libreria fractals, la cual tiene
definidas varias férmulas de fractales como ejemplos: Mandelbrot, Julia. Por ejem-

plo, si se desea graficar el conjunto de Julia, se debe realizar lo siguiente en Python:

from fractal import Julia


https://xaos-project.github.io/
https://xaos-project.github.io/
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Xfractint

1 XFRACTINT Version 20.04.16 Incremental release

Use the cursor keys or type a value to make a selection
Press F2 for a description of the highlighted type

Figura 2: Imagen del Conjunto de Mandelbrot generada del programa Fractint.
Fuente: Elaboracion propia

ju = Julia([500, 500])
ju.setC(0 - 1j)
ju.doJulia(500)
ju.wait()

Figura 3: Imagen del conjunto de Julia generada por el c6digo anterior con la li-

breria fractals de Python
Fuente: Elaboracion propia

Con pocas lineas de cédigo podemos realizar fractales muy interesantes, se sugie-
re que se lea el manual de la libreria fractal (https://pypi.org/project/
fractals/) al igual que el de Python.


https://pypi.org/project/fractals/
https://pypi.org/project/fractals/
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3.3 Aplicaciones de los fractales

En la actualidad, la geometria fractal y multifractal abarca dreas tan diversas
como la fisica, biologia, medicina, meteorologia, informética, economia y el arte
(Caicedo, Castafieda, y Santiago, 2017). La matemadtica y la fisica estudian los frac-
tales mediante los sistemas dindmicos cadticos, los fisicos describieron la ruta del
orden del caos (atractores extrafios) mediante fractales a través de estudios de flujos
turbulentos en fluidos; en la biologia las estructuras fractales han permitido estudiar
la velocidad de relajacion térmica de las proteinas que presenta el hierro, en geo-
logia ha permitido estudiar la famosa falla de San Andrés, asi como terremotos de
magnitud menor de 6 en la escala de Richter (Spinadel, 2003). “La dimension frac-
tal ha sido considerada la medida mdas apropiada para medir las formas irregulares
del cuerpo humano” (Rodriguez et al., 2006).

A continuacidn se presentan estudios que incluyen los hallazgos de varios autores
de la aplicacién fractal en diversas dreas de la ciencia con sus respectivos andlisis,
ademads de demostraciones de teorias mateméticas que se generan dia a dia:

3.3.1 Medicina

En el estudio de las irregularidades que presenta el cuerpo humano, la medicina
aplica la dimension fractal en sus dreas clinicas y experimentales para caracterizar
sus diferentes estructuras a nivel neuronal y pulmonar, asi como vasos sanguineos
e intestinos; desde el punto clinico se ha podido realizar estudios morfométricos en
areas oncoldgicas, asi como en el diagndstico de cancer de huesos (Bernal et al.,
2016).

Una de las primeras investigaciones que relacioné los fractales y la medicina,
consistio en el diagndstico pre-mortem para la identificacion del tumor auricular
metastasico mediante electrocardiografica-patoldgica, donde analizaron la metasta-
sis auricular derecha de un carcinoma broncogénico y las arritmias auriculares; pero
los investigadores no reconocieron el comportamiento fractal (Goldberger y Lud-
wig, 1978). Posteriormente se estudié un mecanismo de estabilidad eléctrica car-
diaca en los ventriculos mediante el sistema His-Purkinje, cuya estructura presenta
multiples frecuencias, donde identificaron que el proceso que se daba alli presentaba
conduccioén fractal, con lo que se sugiri6 el estudio de la dindmica fractal (estruc-
tura no lineal) y su aplicacion para la observacion de un sistema fisioldgico estable
(Goldberger, Bhargava, Mandell, y West, 1985).

También se ha publicado una revisién documental donde se presenta varios es-
tudios realizados por el médico Joseph Goldberger, en el cual se indica que cier-
tas caracteristicas del caos dindmico se relaciona con las estructuras fractales y su
comportamiento fractal; siendo principios para estudiar la fisiologia animal y sus
patologias, entre las que se incluye la fibrilacién ventricular. Con ello se dio res-
puesta a la aplicacién del anélisis no lineal en el comportamiento cardiovascular,
asi como en diferentes estructuras a nivel fisiolégico (Goldberger, 1987). Mediante
la dindmica compleja no lineal se ha estudiado el envejecimiento fisiolégico de los
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organos sanos, donde se ha cuantificado y modelado el envejecimiento, observando
pérdidas seglin avanza la edad tanto en controles cardiovasculares, potenciales elec-
troencefalograficos y liberacién de hormonas pulsatiles; cuyos datos obtenidos se
cuantificaban y permitian evaluar el tamafio de los érganos. Ademads en este estudio,
también se explord el corazdn, permitiendo el diagnéstico de los intervalos entre
latidos y la gravedad de arritmias cardiacas, es decir, el comportamiento fractal que
se observaba, ayuda a prevenir posibles infartos o predecir la mortalidad que tiene
uno (Lipsitz y Goldberger, 1992).

En el cuello uterino, la geometria fractal ha sido aplicada para la deteccion de
anormalidades presentes en células normales, atipias escamosas (ASC-US) del epi-
telio escamoso y lesiones intraepiteliales escamosas de bajo grado (LEIBG), eviden-
cidndose la dindmica fractal en los tres tipos de células estudiadas; las cuales no pre-
sentaron anormalidades, debido a que no existia diferencias entre ellas (Rodriguez
et al., 2006). El estudio de la complejidad fractal y las aplicaciones de herramien-
tas computacionales han permitido analizar la variabilidad de los ritmos cardiacos,
dichas técnicas permitieron analizar la variabilidad entre ellos, mostrando que multi-
ples enfermedades cuya patogenia no se puede apreciar, se debe a la degradacion de
los sistemas complejos (Martinez, 2012).

La dimensién fractal se ha aplicado con conceptos de armonia matematica
intrinseca (AMI) y variabilidad celular para el diagnéstico de células preneoplasicas
y cancerigenas del epitelio escamoso cervical pertenecientes al cuello uterino, don-
de evaluaron las diferencias entre nicleo, citoplasma y la totalidad, para encontrar
la existencia de irregularidades; demostrdndose que no existen anormalidades segin
las diferencias matematicas de las células normales en relacion a las células L-SIL
y H-SIL (Bernal et al., 2016). En la figura 4, se presentan imagenes esqueletizadas
de redes vasculares, donde el trayecto de distancia minima destaca en la vasculatura
del tumor, ilustrando la tortuosidad de los vasos estudiados y el comportamiento

fractal existente:

{L%

Figura 4: (A) arterias y venas normales; (B) capilares subcutaneos normales; (C)
vasculatura tumoral

Fuente: (Baish y Jain, 2000).

Una de las investigaciones mds recientes que se ha realizado con la aplicacién
fractal, surge por el problema de mayor preocupacion a nivel mundial en la actuali-
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dad, el COVID-19, donde se presenta algunas ideas geométricas generadas por las
curvas de contagio de la epidemia, utilizando el nimero total de casos en relaciéon
al tiempo ajustado por el modelo de Richards Generalizado, mostrando similitud en
sus curvas de contagios, por lo tanto, un comportamiento fractal (Materassi, 2019).

Como se menciond anteriormente, también se ha aplicado la geometria fractal
para el estudio de neuronas. En este tipo de estudios se han utilizado los fracta-
les para representar el sistema de funciones iteradas (IFS) que se produce en las
neuronas, logrando de esta forma comprender el comportamiento de las redes neu-
ronales generadas por redes neuronales profundas (DNN); los resultados mostraron
que existe la combinacion de autosimilitudes y que las DNN tienen la capacidad de
aproximarse a las IFS, lo cual se vuelve llamativo en el procesamiento de imagenes
(Dym, Sober, y Daubechies, 2020).

3.3.2 Geologia

La primera contribucién de la geometria fractal en las ciencias de la Tierra
fue realizada por Thrcotte y Huang, quienes describen caracteristicas y proce-
sos geoldgicos con caracteristicas fractales como concentraciones de minerales y
petrdleo, rotura de rocas, sismicidad y tecténica, erupciones volcdnicas, intensidad
de fracturas, topografia de la superficie y morfologia de cuencas de drenaje; asi
mismo Mandelbrot y Wallis sentaron las bases para la revolucién que se avecinaba
con el uso de la dimension fractal en esta ciencia (Barton y La-Pointe, 1995). La
geometria fractal se ha aplicado para el andlisis cuantitativo de la zona de Falla de
Lorca-Alhama que se encuentra en Murcia, donde se estudi6 trazos de las fallas ma-
peados en una escala de 1:25, obteniéndose que la dimension fractal promedio es de
1,25 para la totalidad de la zona de la Falla; ademds se identific6 que los sectores
con valores de dimensién fractal menores de 1,15 son totalmente sismicos (Silva,
1996).

También se han realizado modelos tridimensionales de flujo de agua de diferen-
cias finitas mediante el calculo de la dimensién fractal de caja, donde el modelo
desarrollado simula acuiferos fracturados y porosos. Este modelo fue basado en el
modelo de Baecher y la dimensién de masa del modelo fractal de Levy-Lee, cuyo
modelo resultante fue comparado con el modelo MODFLOW, coincidiendo en sus
célculos de dimensidn fractal sin necesidad de usar una ecuacion fractal (Chon y
Choi, 2001). Se ha analizado fractalmente las series de tiempo en la produccién de
petréleo y de gas, para lo cual, se ha propuesto un algoritmo que permite el cilculo
de la dimensioén fractal; resultando un método de alta precision y de rapidez de con-
vergencia, aplicables para célculo de ingenieria afines y procedimientos cadticos,
pero con la limitacidn que el algoritmo presentaba una restriccion, que solo se pue-
de trabajar con un limitado niimero de datos (AbbasovB, Ismaylov, y Suleymanova,
2009).

Se han aplicado métodos de andlisis fractal para estudiar la dimensién del caudal
del rio Yangtze de la ciudad de Chongqing durante el periodo de inundacién medio
y total, identificindose que mientras mayor es la dimension, més se curvar el rio;



10 Luis Basurto Santos y Oswaldo Larreal Barreto

la dimensién media sin inundacion presentaba una margen izquierda de -0,3321 y
a la derecha de -0,3323 y el valor de la dimension fractal durante la inundacién a
la izquierda es -1,6884 y a la derecha es -1,6859 (Jing, Lichun, Ming-hui, Qiang, y
Zhihui, 2013).

La teorfa de fraccion y transporte secuencial (SFT) ha definido una nueva di-
mension fractal, que permitié analizar la actividad volcédnica de las erupciones de
los afios 1723 y 1963-65 del volcan Irazd, para ello, se incorpor6 el coeficiente de
Hurst y el exponente de la ley de potencia; el modelo generado concuerda con las
observaciones de campo (Brenes y Alvarado, 2013). Este nuevo modelo fractal, se
ampli6 para deducir una relacién log-logistica generalizada para los volcanes Coli-
ma, Soufriere y Erebus, dando sustento tedrico a la relacién log-logistica empirica
realizada anteriormente para el volcdn Soufriere, y cuya diferencia en relacién al
modelo de Brenes y Alvarado, es que Brenes incluye la variacién de tiempo; cu-
ya modelacion es caracteristica de la formacion de fracturas en el magma (Brenes,
2016).

Se ha descrito y cuantificado la complejidad de la red de drenaje del rio San
Cristébal mediante la aplicacidn de la dimension fractal, obteniendo valores prome-
dio de las corrientes de 1,04 respecto a la autoafinidad, mostrando el predominio
de las corrientes rectas estudiadas tectonicamente, mientras que la dimensién frac-
tal de la red, por su autosimilitud varfa entre un rango de 1,47 y 1,59 (Ramirez y
Céceres, 2017). Como se indicd, también se han realizado estudios para calcular la
dimension fractal de las regiones estelares Hubble V y Hubble X de la galaxia NGC
6822 mediante el método de conteo de cajas, obteniendo valores en sus dimensio-
nes de 1,31 + 0,04 Hubble V y 1,41 + 0,03 en la Hubble X, indicdndose un bajo
comportamiento en las estructuras irregulares de las regiones HII (Caicedo et al.,
2017).

La figura 5 presenta la famosa falla de San Andrés, la cual también se ha estu-
diado mediante la dimensién fractal.

Figura 5: Falla de San Andrés
Fuente: (Medina, 2019)
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3.3.3 Quimica

Se ha desarrollado un modelo fractal para el estudio de permeabilidad del fluido
Ellis en medios porosos saturados y mediante el cdlculo de la dimensién fractal,
donde pudieron concluir que cuanto mayor sea la constante del material menor sera
la permeabilidad efectiva (Y. Li, Yu, Chen, y Wang, 2008). También se ha estudiado
la dimensién fractal D de un patrén formado en una celda de capa delgada de zinc
en el proceso de electrodeposicidn, en la cual se demostré que la dimensidn fractal
aumenta seglin aumenta la concentracién inicial de iones de zinc, pero hasta cierto
limite donde tiende a disminuir su dimensién. Esta dimensidn se encuentra dada por
la siguiente expresién: Dy = Cy + C% + 1; C; es la densidad de las particulas de zinc
que corresponde a la fraccién de superficie (Betancourt, Izquierdo, Llanos, Nieto, y
Sudrez, 2013). La figura 6, muestra la imagen obtenida del crecimiento, la cual se
convirtié a blanco y negro mediante el programa ImageJ 1.36 b; posteriormente se
analiz6 la dimension fractal por conteo de caja con el programa Harfa 5.

Figura 6: Arriba.- Electrodeposicién de zinc a 8.5 V concentraciones de 0.001,
0.002, 0.004, 0.008 y 0.001 respectivamente a los 10 minutos. Abajo.- Electrodepo-
sicién de zinc a 8.5 V concentraciones de 0.01, 0.02, 0.03 0.04, y 0.05 respectiva-

mente a los 5 minutos
Fuente: (Betancourt et al., 2013)

Se ha presentado un modelo de estructuras de poros fractal para lutitas basado en
la teoria fractal, con €l se analizé los efectos de los diferentes poros en la dimensién
fractal Dy y la influencia de la dimension fractal sobre la porosidad, mostrdndo-
se que la D, disminuye segiin aumenta el parametro de estructura g/m en relacion
al didmetro del poro, ademds de que la Dy tiene una relacion positiva con la po-
rosidad (Zhang, Li, Tang, y Guo, 2014). Asimismo se ha desarrollado un nuevo
modelo fractal que permite calcular la porosidad dual de flujo de fluidos monofasi-
co mediante medios porosos fracturados, basados en una expresion analitica que
depende de la dimensién fractal y la apertura de fractura, produciendo un modelo
que permite visualizar las caracteristicas estadisticas de las fracturas formadas que
se encuentren (Xu, Liu, Pulung, Qiu, y Li, 2017). Otro modelo fractal creado para
areas de la quimica, consistié en adsorcion fractal multicapa, donde se identificé el
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comportamiento de las capas segin la presion en la adsorcion de metano de 2,5 y
10 nm, obteniendo que el niimero de capas aumenta segiin aumenta la presién y que
la dimension fractal de la superficie de poros varia en un rango de 2,31-2,63 (Zhang
et al., 2018).

Se ha determinado el didmetro medio de poros, el drea superficial especifica, el
volumen de los poros, la permeabilidad y la porosidad, mediante el estudio de dos
dimensiones fractales Dy y D;, para ello, se tomaron 14 muestras de nanotubos para
D, y D,. Como resultado se obtuvieron curvas morfoldgicas correspondientes a la
absorcion de nitrégeno, posteriormente, se concluyé que la dimensién fractal pro-
medio seguin los pardmetros de las estructuras de poros de D, (2,4645) es mayor
que D; (2,1187), demostrando la diferencia entre las muestras estudiadas (X. Li et
al., 2019). Mediante modelos computacionales se simularon procesos bioquimicos
de sintesis de eritritol y manitol, los cuales presentaban mecanismos complejos; pa-
ra comparar los resultados se utilizé modelos de orden entero y fraccionario, y se
demostr6 que los modelos fraccionarios permiten simular de mejor manera los pro-
cesos bioquimicos y su evolucion (Dulf, Vodnar, Danku, Muresan, y Crisan, 2020).

3.3.4 Computacion

Pese a que ya se han nombrado varias investigaciones donde se ha dado el uso
de la computadora para la simulacién fractal, es importante revisar sus inicios y
una de sus aplicaciones mds importantes que es la compresion de datos e imdgenes.
En 1991, Lauwerier indic6 que a partir del desarrollo de las microcomputadoras se
crearon los primeros fractales, debido a que las herramientas informaticas permitie-
ron un mayor estudio de estos objetos complejos; y que Maling en 1968, fue uno de
los primeros investigadores en relacionar los algoritmos matemdticos para descifrar
objetos complejos, a través de la teoria fractal (Urgiles et al., 2020).

La compresion de imédgenes se ha estudiado basada en transformaciones fracta-
les mediante sistemas de funciones iteradas (IFS) desde el punto tedrico-practico.
Dado que los algoritmos simples generan imagenes fractales complejas, se concluye
que los pardmetros mas relevantes de un algoritmo son los que deben almacenarse
(Fisher, Jacobs, y Boss, 1992). Se han descrito técnicas de comprension de imagenes
fractales basados en los fundamentos matematicos para comprimir imédgenes frac-
turadas, para ello se utilizé técnicas como la compresién de imdgenes con cédigos
IFS en la codificacién para generar asi la imagen fractal durante la decodificacion.
Otra técnica es la codificacién segmental, en la que se codifica de manera eficiente
de acuerdo a la dimension fractal; y la dltima técnica es la codificacion de vara para
medir de manera similar al Differential Pulse Code Modulation (DPCM) (Lu, 1993).

La compresion fractal de imagenes se ha dado explicando la teoria que sustenta
el método de compresion, mostrando un algoritmo para su implementacién, compri-
miendo y descomprimiendo imdgenes en cierto tiempo. Se determina que el tiempo
de compresion de un computador de procesador de 2.83GHz es de 30 min para la
primera celda que cubre la celda de rango y para uno de 7 GHz es de 2 horas aproxi-
madamente si cubre todas las celdas dominio (Pérez, 2012). También se ha realizado
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un estudio exhaustivo de los principios matematicos que intervienen en la compre-
sion de imdgenes fractales. Se concluye que la compresién de imagenes fractales
permite el almacenamiento de grandes cantidades de datos solo comprimiéndolos,
ademads de que los sistemas de funciones iteradas en un archivo comprimido se pre-
sentan en escalas indefinidas (Drakopoulos, 2013).

Los avances en disefio de codificaciéon de imagenes fractales, han examinado
modelos fundamentales de los avances de los fractales con sistemas de funciones
iteradas (IFS) mediante el uso de algoritmos como ICA y DBSCAN (Joshi, Ku-
mar, y Gupta, 2018). Para optimizar la compresién de imdgenes fractales se ha da-
do la aplicacién metaheuristica de la naturaleza como el algoritmo de manada de
lobos (WPA) y el inspirado en murciélagos (BIA), con la cual, se ha logrado la
optimizacién de la compresién de imagenes fractales (FIC). Con esto se han mos-
trado mejoras en varias caracteristicas como tiempo de codificacion, relacién pi-
co sefial/ruido (PSNR), tasa de compresion (CR) y error cuadratico medio (MSE)
(Menassel, 2020). La figura 7 describe las imdgenes de Lena antes y después de
aplicar la compresion de los algoritmos WPA y BIA:

Figura 7: Imagen de Lena comprimida y descomprimida, tomado de Fractal Analy-

sis - Selected Examples
Fuente: (Menassel, 2020)

3.3.5 Matematica

Como ya se conoce, los fractales son objetos matemaéticos irregulares con auto-
similitud, por ello es importante destacar teorias matematicas que se forman a partir
de ellos y aplicaciones de su teoria en lineas de investigacién matemadtica. Se han
propuesto nuevas técnicas para el calculo de la dimensidn fractal de objetos desde el
punto de vista numérico, representados en contornos cerrados, para ello, se ha utili-
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zado la transformada de Fourier, resultando el espectro de potencia de Fourier y de-
mostrando la relacion existente entre potencia y frecuencia a través de la dimension
fractal (Florindo y Bruno, 2011). También se ha demostrado la relacién existente
entre las leyes de potencia, transformada de Fourier y la geometria fractal, mediante
la densidad espectral de potencia que presentan los fractales, evidenciando que el
espectro de potencia de sefial fractal se comporta segtin la expresiéon P(w) o« w™!,
este valor de -1 es el que se relaciona con la dimension fractal (Lépez y Rivera,
2011).

A partir de los nimeros primos también se ha obtenido fractales, para ello se
describieron los resultados de un experimento numérico combinando la teoria de los
nimeros primos, la teoria de grupos y las matrices hermitianas circulantes; basando-
se en la transformacién de Fourier, y que al presentarlos graficamente mediante
poligonos regulares se obtiene poligonos fractales y curvas fractales (Vartziotis y
Wipper, 2017).

La presencia fractal se ha estudiado también en funciones lacunares poligonales
centradas a partir de la exploracién del conjunto de Julia completo, tomando espa-
cios que incluyen desplazamiento iterativo y que muestran rotacién de fase. Ademds
exponen el andlisis de la dindmica iterativa, en la cual, el comportamiento del punto
fijo va en funcién de la rotacién de fase, observando una simetria rotacional y exhi-
biendo caracteristicas fractales (Mork, Vogt, Sullivan, Rutherford, y Ulness, 2019).
También se han investigado andlogos de los conjuntos de Julia y Mandelbrot para
sistemas dindmicos en los nimeros hiperbdlicos de la forma x + ry para x,y € R
,y > = 1peror # +1; mostrando que el analogo hiperbdlico del conjunto de
Mandelbrot logra parametrizar conectividad en los conjuntos de Julia hiperbdlicos
(Blankers, Rendfrey, Shukert, y Shipman, 2019).

4 Conclusiones

La teoria fractal ha permitido estudiar la naturaleza de manera recurrente a través
del uso de las computadoras y la creacion de teorias matemaéticas que se desarrollan
constantemente para aplicarse en diferentes dreas de la ciencia e ingenieria; siendo
el método Box Counting, el més utilizado en el estudio de la dimension fractal, es-
timando la longitud de contorno de objetos y fenémenos naturales. El estudio de los
fractales desde el punto computacional puede realizarse a través de programas como
XaoS, Fractint y Python, que permiten el estudio y manipulacién de las funciones
que los definen. En la medicina, la aplicacion de la dimension fractal en dreas clini-
cas y experimentales ha permitido estudiar morfométricamente el cuerpo humano,
para el diagnéstico de anomalias y enfermedades como cancer en el cuello uterino
(Rodriguez et al., 2006), ritmos cardiacos (Martinez, 2012), redes neuronales (Dym
et al., 2020). En la geologia, la dimension fractal ha permitido el estudio de procesos
geologicos en fendmenos y objetos formados en la naturaleza, como la sismicidad
de la zona de Falla de Lorca-Alhama (Silva, 1996). En la quimica, mediante la di-
mension fractal se ha dado el estudio de dimensiones de elementos quimicos como
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zinc (Betancourt et al., 2013), la permeabilidad de fluidos porosos y sus diferentes
propiedades (Y. Li et al., 2008; Zhang et al., 2014; Xu et al., 2017; X. Li et al.,
2019).
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