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Abstract This article integrates analyzes, and applies the main dimension reduction
techniques, developed to analyze multivariate data. The proposed objective of this
work was to bring out the wide variety of options and highlight the advantages they
offer according to the type of analysis intended and the nature of the data under
analysis. The article covers the method for studying a two and three dimensional
matrix, the method for studying relationships between two and three dimensional
arrays; in addition, the graphs resulting from applying each method are presented,
environmental and biological data taken by INOCAR in Esmeraldas, Manta, La Li-
bertad and Puerto Bolivar were used.

Keywords dimensionality reduction, INOCAR, multivariate analysis.

Resumen En este articulo se integra, analiza y aplican las principales técnicas de
reduccion de dimensiones, desarrolladas para analizar datos multivariantes. El obje-
tivo propuesto de este trabajo fue poner de manifiesto la amplia variedad de opciones
y resaltar de ellas las ventajas que ofrecen conforme al tipo de anélisis que se pre-
tenda y la naturaleza de los datos objeto del andlisis. El articulo cubre el método
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para el estudio de una matriz de dos y tres dimensiones, el método para estudiar re-
laciones entre matrices de dos y tres dimensiones; ademds se presentan los graficos
resultantes de aplicar cada método, para ello fueron empleados datos ambientales y
bioldgicos tomados por el INOCAR en: Esmeraldas, Manta, La Libertad y Puerto
Bolivar.

Palabras Claves andlisis multivariante, INOCAR, reduccién de dimensiones.

1 Introduccion

Consideremos inicialmente la descripcion precisa del andlisis multivariante de
datos dado por Cuadras (2019): “El andlisis multivariante forma parte de la estadisti-
cay del andlisis de datos que estudia, analiza, representa e interpreta los datos que
resultan de observar mas de una variable sobre una muestra de individuos”(p.11).
Luego afiade: “La informacién estadistica en andlisis multivariante es de caricter
multidimensional; por lo tanto, la geometria, el cdlculo matricial y las distribucio-
nes multivariantes juegan un papel fundamental”(p.11).

Los datos estructurados, generalmente estdn contenidos en una matriz multiva-
riante, de los cuales se desea representar el grado de discrepancia entre individuos o
entre variables, a través de medidas como correlaciones, distancias o similaridades.

Por otro lado, las técnicas de reduccion de dimensiones son aplicadas en el anali-
sis multivariante para representar un espacio de p variables a través de un espacio k
dimensional, con k < p, de tal forma que puedan ser visualizadas todas las variables
a la vez, asi como sus relaciones, grado de aportacion, etc.

Por este motivo, el presente trabajo hace un recorrido metodolégico por las prin-
cipales técnicas de reduccidon de dimensiones, desarrolladas para analizar datos mul-
tivariantes.

El recorrido inicia con el método para el estudio de una matriz de dos dimensio-
nes; contintia con el método para estudiar relaciones entre matrices de dos dimensio-
nes; luego se revisa la metodologia para el andlisis de matrices de tres dimensiones y
finalmente se revisa la metodologia desarrollada para el estudio de la relacién entre
matrices de tres dimensiones.

Para cada método, se presenta un gréfico resultante de su aplicacién en datos am-
bientales y biolégicos (orden de especies de fitoplancton-algas marinas). Los datos
corresponden a un muestreo que realizé INOCAR en cuatro estaciones del perfil
costero de Ecuador continental: Esmeraldas, Manta, La Libertad y Puerto Bolivar,
en cada una de ellas se analiz6 la parte ambiental y bioldgica (especies), los datos
fueron estructurados en dos matrices respectivamente y en sus filas se registraron
los valores promedios (0-20m) de las mediciones realizadas mensualmente (excep-
to febrero) (02, 03, ...,12) en cada estacion de muestreo.

La matriz ambiental contiene en sus columnas 7 variables fisico-quimicas: tem-
peratura (T), oxigeno disuelto (OD), nitrito (NO2), nitrato (NO3), fosfato (PO4),
silicato (Si04) y salinidad (S), mientras que la matriz de especies contiene la iden-
tificacién de 11 6rdenes del fitoplancton (O1, O2, ... , O11). Los meses permiten
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identificar la época climética de invierno-lluviosa (diciembre a mayo) y verano-seca
(junio a noviembre).

2 Analisis Multivariante de Matrices de dos dimensiones o
Tablas de Dos-Vias

Los métodos cldsicos de andlisis multivariante como el Andlisis de Componentes
Principales (PCA), el Analisis de Correspondencias (CA) o los métodos Biplot, se
centran en estudiar el comportamiento de los datos que estan contenidos en una
matriz de dos dimensiones X|; p; (tablas de 2-vias), cuya estructura estd formada
por [ filas (individuos) y P columnas (variables), tal como se indica en (1) y se
representa en la Figura A 1.a.

X[LP]:{X,’]‘“‘:1,...,];]21,...,P} (1)

2.1 Analisis de Componentes Principales - ACP

Es un método multivariante que permite reducir la dimensionalidad de los datos,
reteniendo la mayor cantidad posible de la informacién (variabilidad). Este méto-
do fue desarrollado por Pearson (1901) y mejorado con aportaciones de Hotelling
(1933, 1936). Su enfoque esta orientado en la ordenacion de los individuos (filas) de
una matriz en un espacio de baja dimensién. Su andlisis, estd basado en la Descom-
posicién de Valores Singulares (DVS) a partir de una matriz de covarianzas (matriz
centrada por variables) o de correlaciones (matriz centrada y escalada por variables).

X=UxvT 2

La DVS permite factorizar la matriz X rectangular (I > J), descrita en (2), en
una terna de matrices UX'V, tales que U € R™", V € RP*" y & € R™ que es una
matriz rectangular diagonal de rango » < min {/, P}. Las columnas de las matrices U
y V son ortogonales y contienen a los vectores singulares izquierda (filas) y derecha
(columnas) de la matriz X respectivamente, mientras que la diagonal principal de
la matriz X contiene a los valores singulares o; de X tal que oy > 0 > ... > 0,
(positivos). Simultdneamente, las columnas de U son los vectores propios de XX”
y las columnas de V los de X TX, a ambos productos de matrices estan asociados los
valores propios o77.

Ambiente: El componente 1 clasifica las observaciones segtin la época climati-
ca: verano (derecho) e invierno (izquierdo), el componente 2 segin la localizacién
geografica a las estaciones del sector norte (cuadrante superior) y las localizadas
en el sector sur (cuadrante inferior). Ordena de manera conjunta las mediciones de
verano de Esmeraldas (estacion con temperaturas mds cdlidas en el perfil) y Man-
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ta y lo aproxima al vector de temperatura. Explicacién de la variabilidad cercana
al 76.5 %. Las variables mostraron una relacién directa entre la temperatura y el
oxigeno e inversa con las demds, Figura 1(a.1). Especies: La componente clasifi-
ca las filas segin la época verano (izquierda) e invierno (derecha), mientras que la
componente 2 parece clasificarlos segtn el tipo de estacion ocednicas (superior) y
estuarios (inferior). Ubica la abundancia de la mayoria de las especies con los me-
ses de invierno. Explicacién de la variabilidad aproximadamente del 61.5 %. Las
variables mostraron una relacion entre la abundancia de las especies del orden de
Gymnodiniales (O10) y Cyclotrichiida (O11), Figura 1(a.2).

2.2 Biplots

El método Biplot nace de la aportacién de Gabriel (1971) y consiste en la re-
presentacion grafica de la estructura de grandes matrices de datos. Si una matriz de
partida -con individuos en las filas y variables en las columnas- es de rango supe-
rior, el método la representa de manera aproximada como una matriz de rango 2.
El Biplot se caracteriza por mostrar distancias o agrupaciones entre individuos y
correlaciones entre variables.

El Biplot se fundamenta en la DVS de la matriz de partida, realiza una factori-
zacion en matrices de marcadores filas y de marcadores columnas. Se compone de
dos métodos: GH-Biplot y JK-Biplot, el primero se caracteriza por representar de la
mejor manera posible las variables, pero con una menor calidad de representacién
de los individuos y el segundo se caracteriza por representar de mejor manera los
individuos, pero con una menor calidad de representacion de las variables.

Sea X|; p la matriz definida en (1), de rango r, que puede ser factorizada de la
siguiente manera:

X = GH' 3)

donde G es una matriz de dimensién (I X r) y H de dimensién (P X r), donde cada
elemento x;; = giTh ; puede ser representado por el producto de la i-ésima fila de G
y la j-ésima columna de H. Los vectores g; son considerados los efectos filas y los
hjlos efectos columna. Sea X tal como se defini en (2); se definen las matrices JK
y GH como en (4) y (5), respectivamente

JK: J=UX y K=V @)

GH: G=U y H=VZX (5)

A partir de esta metodologia Galindo-Villardén (1986) realiza una aportacién a
los métodos Biplot, al proponer una representaciéon simultdnea con maxima calidad
de representacion para los marcadores filas ji,..., j; y los marcadores columnas
hi,...,hp en un mismo sistema de referencia de ejes factoriales; este método se lo
conoce como HJ-Biplot, tal que:
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Hl: H=U> y J=VX 6)

siendo o el valor singular de la matriz 2.

A través de métricas se pueden interpretar relaciones entre los ejes factoriales con
las variables y con los individuos (Galindo-Villardon y Cuadras, 1986). Ademas, de
contribuciones relativas del factor al elemento y del elemento al factor, asi como la
calidad de representaciéon (QLR, por sus siglas en inglés) de filas y columnas, tal
como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1: Contribuciones del HJ-Biplot

Contribucién Ecuaciéon

Relativa a la traza del elemento i-ésimo Y
(fila), representa la variabilidad total ex- ket T

licad Lindivid CRT; = o—— @)
plicada por el individuo. St 02
Relativa del elemento i-ésimo (fila) al fac- N
tor lf representa .la Yapablhdad del factor CRE,F) = Ju )
explicada por el individuo. 0—12
Del factor [ al elemento i-ésimo (fila), re- N
pr§§ep(1ta la pa?e (iie la vanlaFlhdad de cada CRFE; = rjil . 9)
individuo explicada por el factor. Shet A
Relativa a la traza del elemento j-ésimo )
(columna), representa la variabilidad total Py k
explicada por la variable CRTj = (10)

' Yh=1 T
Relativa del elemento j-ésimo (columna) 5
al factor /, representa la variabilidad del RE Fs = h_,'[ 1
factor explicada por la variable. CRE;F, = OT[Z an
Del factor / al elemento j-ésimo (colum- s
na), representa la parte de la variabilidad B h it 2
de cada variable explicada por el factor. CRF\Ej = a (12)
k=1 Jjk

Calidad de representacion de la i-ésima
(fila). CLRE;P;_;; = CRF|E; + CRFE; (13)
Calidad de representacién de la j-ésima
(columna). CLREjP[-]I = CRF[E] + CRFHEJ (14)

Fuente: Elaboracion propia
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Ambiente: Similar al ACP el eje 1 clasific las filas por época y el eje 2 por
ubicacion geogréfica. Se observa mejor representadas (> QLR) las mediciones de
julio-octubre (Esmeraldas) y diciembre (Manta) y estan asociadas con temperatura,
siendo la temperatura la variable con mejor calidad de representacién. Explicacion
del 76.5 % de la inercia, Figura 1(b.1). Especies: Eje 1 clasifica segtn la época y el
eje 2 segun el tipo de estacion, las mediciones mejor representadas (> QLR) son las
de febrero a mayo para Puerto Bolivar a la que se asocia la abundancia del grupo de
especies Thalassionematales (09). La calidad de representacion de los individuos
(filas) esta representada por el tamafio. Para este andlisis se utilizé la herramienta
Multbiplot (Vicente-Villardén, 2016), Figura 1(b.2).

2.3 Andlisis de Correspondencias — AC

Es un método de ordenacién que estudia las asociaciones (relaciones de depen-
dencia) entre las categorias de dos variables cualitativas. Permite representar como
puntos en un espacio vectorial de baja dimensién las filas y columnas de una tabla
de contingencia (Benzécri, 1973; Hill, 1973). Se inicia con la hipétesis de que no
existe una relacién de dependencia entre ambas variables cualitativas.

Este método se centra en analizar los perfiles obtenidos como la frecuencia rela-
tiva de los elementos filas o columnas con respecto a su total marginal. Las “masas”
son valores asignados a cada perfil (fila y columna) calculado como el cociente en-
tre el marginal (fila o columna) y el total global; la distancia ji-cuadrado que es una
distancia ponderada que asigna una ponderacién menor a las frecuencias mas co-
munes y una ponderacién mayor a las menos comunes siendo utilizada para medir
las distancias entre los perfiles; y la inercia que representa la variabilidad total de
los perfiles en el espacio vectorial.

Cada elemento fila y columna aporta con una contribucién a la inercia de un eje
factorial y cada eje factorial contribuye a la explicacién de la inercia de una varia-
ble. Las categorias con altas contribuciones permiten interpretar el correspondiente
eje factorial y son las que estdn mejor representadas (mayor interés) en el gréfico,
mientras que los puntos ubicados cerca al origen tienen una baja representacion.

Especies: Se asocian los meses del muestreo con el orden de las especies de ma-
yor abundancia. Se observa que el método asoci6 los dltimos meses del afio (época
seca) con el grupo de los dinoflagelados y ciliados, en marzo (lluvioso) asocia con
el orden de las diatomeas pennadas y los meses abril, mayo (lluvioso) y julio (seca)
con el orden de las diatomeas céntricas. Total, de inercia proyectada 56.8 %, Figura

1(c)
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3 Analisis de la Relacion entre Dos Matrices Multivariantes de
Dos-Vias

Para realizar estos andlisis se parte de dos conjuntos de datos, ordenados en las
matrices X e Y, observados sobre los mismos 7 individuos; de esta forma se puede
estudiar la relacién existente entre ambas matrices (Ver Figura A 1.b).

Las técnicas que permiten realizar este andlisis son:

= Andlisis de Correlacién Canénica (CANCOR) que consiste en relacionar dos
conjuntos de variables de tal manera que trata de encontrar dos nuevas variables
compuestas U y V, las cuales son combinaciones lineales de X y Y respectiva-
mente, que ademds poseen la méxima correlacion entre ellas (Hotelling, 1936).

= Andlisis de la Redundancia (RDA) es una técnica de ordenacion generalizada del
ACP que estudia la relacién entre un conjunto de variables y otro de variables
instrumentales (Rao, 1964).

= Andlisis Candnico de Correspondencias (CCA) es una extensién del AC que a
partir de combinaciones lineales de las variables ambientales (independientes)
calcula los ejes de ordenacion asegurando de esta manera la relacion directa entre
las variaciones del ambiente y de las especies (andlisis del gradiente directo)
(Ter Braak, 1986).

= Andlisis de la CO-Inercia (COIA) que busca ejes que maximicen la covarianza
entre los individuos de las dos tablas (Dolédec y Chessel, 1994).

El CCA y el RDA son métodos asimétricos cuyo enfoque del anélisis estd orien-
tado a considerar a las especies como respuesta a los forzamientos ambientales;
mientras que la CO-Inercia y el CANCOR son métodos simétricos debido a que las
dos matrices desempefian un rol similar en el andlisis. El CCA, RDA y CANCOR
incluyen en uno de sus pasos el andlisis de regresion, por lo que requieren que la
cantidad de datos sea mayor al del nimero de variables, lo que no ocurre con la
CO-Inercia (Thioulouse, Simier, y Chessel, 2004).

3.1 Analisis Canonico de Correspondencias — CCA:

Es una técnica que permite analizar la relacién de la composicién de las comuni-
dades con las variaciones ambientales (conocidas). Este método se compone de los
siguientes pasos (Ter Braak, 1986):

Inicia con dos matrices multivariantes X; p y Y[z 0), las variables en X pueden ser
cuantitativas o nominales y las variables en Y pueden ser cuantitativas o dicotomi-
cas; P < I, Py Q variables e [ individuos.

Resume la variacién principal en la data Y por el método de ordenacién (Gaus-
siano):

E (i) = cexp |2~ w)’ /1] (15)
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E (yi) es el promedio esperado de los y; en el individuo i que tiene puntuacién
z; en el eje de ordenacion, ¢, es el pardmetro para la especie k; u; (6ptimo) el valor
de z para el cudl alcanza su maximo y #; el valor de tolerancia.

Como siguiente paso, relaciona los ejes de ordenacioén a las variables en X,

P
Zi =b0+ijxij (16)
=1

Calcula puntajes para las variables en Y mediante el promedio ponderado de los
puntajes de los individuos:

I
Auy = Zyiki = 1; y4 es el total de las variables en Y 17)
= Yk

Calcula puntajes de los nuevos sitios mediante el promedio ponderado de los

puntajes de las especies:
g u
Zr = Zyik)}fk; vi+ es el total de los lugares (18)

k=1 "

Calcula coeficientes de regresion, utilizando regresiéon miltiple ponderada de las
puntuaciones de los individuos en las variables ambientales:
-1
b= (XTRX) X"RZ" (19)
Calcula nuevas puntuaciones para los individuos:

z=Xb (20)

Normaliza las puntuaciones de los individuos:
D=0y Y vz =1 @)

Finaliza al encontrar convergencia, caso contrario retorne a la Eq. (17)

Ambiente-Especie: Inercia total 85 %. Temperatura y oxigeno disuelto estdn re-
lacionados de manera directa e inversamente con los nutrientes, las mediciones de
las 4 estaciones para los meses de julio a diciembre los asocia con temperatura y
oxigeno. Las especies no presentan una buena representacion en el andlisis, estan
situadas cercanas al origen, Figura 2(a).
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3.2 CO-Inercia - COIA:

Se basa en encontrar la estructura en comun (co-estructura) entre un par de ma-
trices de datos multivariantes. Chessel y Mercier (1993) se refirieron al andlisis de la
co-estructura como: El andlisis de la COIA de dos ACP normalizados que es equiva-
lente al analisis Inter-battery de Tucker (1958), que lo propone como una alternativa
del andlisis candénico para estudiar las relaciones entre los valores de n individuos
con dos baterias de pruebas (psicometria).

Este método realiza un andlisis simultdneo de dos matrices X e Y. Inicialmente
analiza cada matriz de manera independiente y obtiene ejes principales que repre-
sentan la direccion de los vectores que maximizan la variabilidad proyectada (iner-
cia), las unidades de observacion pueden ser ordenadas sobre estos ejes tal como en
los andlisis de ACP y AC. A partir de este andlisis se obtienen nuevos ejes tal que
la covarianza entre los dos nuevos conjuntos de puntuaciones proyectada sea maxi-
ma, es decir una maxima correlacién (Dolédec y Chessel, 1994). Dray, Chessel, y
Thioulouse (2003) presentan las bondades del método comparado con el Anélisis
de Correspondencia Candnico.

A continuacion, se describe el modelo matematico del método propuesto (Dolédec
y Chessel, 1994; Dray et al., 2003):

Sean dos matrices normalizadas (centradas y escaladas):

Xup e Yo (22)

sus respectivos tripletes son:

(X’DP’DI) y (Y’DQ’DI) (23)

tal que las matrices diagonales D; contiene los pesos (1 /I) para los 7 individuos-
observaciones (filas), Dp y Do son los pesos (unitarios) asociados a las Py Q va-
riables (columnas) respectivamente.

Cada triplete es diagonalizado, tal que:

(X,Dp,D;) =RNC; ReR™,VeR™ y NeR™ (24)

siendo N la matriz que contiene los valores propios (vi, ..., v,) almacenados en
el vector v, R contiene las puntuaciones de las [ filas y C las puntuaciones de las P
filas en los r ejes, y

(Y,Dg,D;) = RMC; ReR™,VeRM™ y NeR™ (25)

siendo M la matriz que contiene los valores propios (uj, ..., u,) almacenados en
el vector u, R contiene las puntuaciones de las / filas y C las puntuaciones de las Q
filas en los s ejes.

¢ y ¢ son matrices columnas que contienen / coordenadas generadas por las
proyecciones del espacio multidimensional asociado con X y Y en los vectores u
(normalizado por Dp) y v (normalizado por D) respectivamente,
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(a) Andlisis Canodnico de Correspondencias (ambiente-especie)

Eigenvalues

E on
Y Canonical weights X Canonical weights

(b) Analisis de CO-Inercia (ambiente-especie)

Figura 2: Aplicacién de Métodos CCA y COIA

Fuente: Elaboracion propia



12 Mariela Gonzalez-Narvaez, Omar Ruiz-Barzola y Ana Nieto-Librero

f = XDPM y lﬁ = YDQV (26)

La CO-inercia se la obtiene como:
Huv) =Dy = (XTD,Y, DP,DQ) (27)
Su medida de covarianza es:

Cov (£, W) = Corr (£, F) x VAR (€) X VAR (¥) (28)

Cov (&, V) = Corr(€" D, W, YDov) X (VARE D))" x (VAR(YDgv)'/*>  (29)

Relacion Ambiente-Especie: Total de inercia proyectada 95.93 %. Relacién direc-
ta entre Temperatura y Oxigeno e inversa con los nutrientes. Relacién directa entre
los grupos Gymnodiniales (O10) y Cyclotrichiida (O11) e inversa con las demas.
Se forman 3 agrupaciones: 1) color verde, estdn agrupados los meses lluviosos prin-
cipalmente febrero para las 4 estaciones de muestreo; 2) color celeste, los meses
entre la culminacién de la época lluviosa e inicio de la seca (abril, mayo, junio, ju-
lio) principalmente para las 3 estaciones excepto Puerto Bolivar (agosto-octubre) y
3) color rosado, los dltimos meses del afio (octubre-diciembre) en las 4 estaciones,
Figura 2(b).

4 Analisis Multivariante de Matrices de Tres-Vias

Hay ocasiones que se tiene la necesidad de estudiar el comportamiento de un
evento, teniendo en consideracion las caracteristicas de las unidades de observacion
(filas) explicadas por multiples variables (columnas) y su evolucién en el tiempo
o su comportamiento ante diferentes situaciones (condicién). Es decir, los datos se
encuentran estructurados como un conjunto de matrices de tres dimensiones o cubo
de datos (Ver Figura A 1.c).

La matriz de tres dimensiones X[; p k) €std compuesta por los elementos descritos
en (30):

{wpli=1,....1 j=1,...,P; k=1,....K| (30)

La matriz o tabla de tres vias se origin6 con Ledyard R Tucker y fueron Douglas
Caroll y Richard Harshman quienes realizaron aportaciones en el desarrollo de esta
metodologia. Fue a partir de 1976 que aparecen los métodos que estudiarian la esta-
bilidad de la estructura del conjunto de matrices, y son reconocidos como la familia
STATIS: STATIS, STATIS DUAL y X-STATIS o también conocido como Andlisis
Triadico Parcial (PTA).
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4.1 Structuration des Tableaux a Trois Indices de la Statistique -
STATIS:

Este método fue desarrollado por L’Hermier des Plantes (1976) y recibié impor-
tantes contribuciones de Robert y Escoufier (1976); Lavit (1988); Lavit, Escoufier,
Sabatier, y Traissac (1994).

STATIS permite calcular la parte estable entre las matrices (tablas) de datos que
contienen los mismos / individuos (filas) con diferentes conjuntos de variables (co-
lumnas) evaluados en K condiciones (momentos o situaciones). Este método se en-
carga de resaltar la posicidn relativa de los individuos (Ver Figura A 1.d).

La definicién matematica del método es:

Se tiene la matriz de tres dimensiones construida a partir de / individuos (los
mismos en cada matriz), P variables diferentes y K condicidn.

Xi1.px (31)

Para cada matriz se tienen los tripletes que contienen la matriz diagonal D; con
los pesos para las filas y D, los pesos para las columnas de cada k matriz.

(X|7D1, Dp,l)? (XZ’ DIst,Z), “ee a(Xk, D[st,k) (32)
Se calcula la matriz:
Wi = (XiDpiX0); para k=1,....K (33)

La matriz de producto interno entre los individuos de la k matriz, conocido como
el operador de Escoufier.

WDy (34)

El STATIS se compone de tres elementos obtenidos de forma secuencial, que
son:

1. Inter-estructura
Se calcula la matriz de coeficientes de correlacién vectorial RV, tal como:

Wi = (XkDpiX{Dy) y Wi = (XD, X Dy); para ky I=1,....,K  (35)

COVYV (X4, X)) = Trace (XiDpiXj DiX\Dyp X[ D)) (36)

Como operador de Escoufier:
COVV (Xk, X)) = Trace (WyD;W,Dy) 37
La varianza vectorial:

VARV (Xk) =CovVv (Xk,Xk) = Trace (WkDIWKDI) = Trace(Wle)z (38)
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COVV(Xy, X))
VVAR(X;) VVARX))

RV : RV (X, X)) = talque 0 < (X;, X)) <1 (39)

Se factoriza la matriz RV(k kj, tal que sus valores propios Ag y su vector propio
normado Uk proporcionan las puntuaciones de las matrices A que son represen-
tadas en un circulo de correlaciones

A=Ugd)? (40)

. Compromiso o consenso

El primer vector propio de la inter-estructura ”/{:1 (a1, a,...,ak), tal que Zfi 1 aiz
= 1, los @ son los pesos de las matrices iniciales X;.

Matriz compromiso:
K

WD,
WD; = Y ap——n—— (41)
; VVAR(Xx)

Al factorizar la matriz WDy se tienen los valores propios A y vectores propios

V, tal que (VT1V) = 1. Las coordenadas de los I individuos para representarlos
sobre los ejes del plano factorial, se los obtiene como:

L=WD;VA'? (42)

Intra-estructura
Consiste en proyectar las variables de cada matriz sobre el compromiso: C =
X!'D,V y los individuos

Ly = WD VA'? (43)

La aplicacién del método solo se realizard para el método PTA, debido a la es-
tructura que tienen los datos empleados en este trabajo.

4.2 STATIS DUAL

El STATIS Dual (L'Hermier des Plantes, 1976) se caracteriza por enfatizar las

posiciones relativas de las variables. A partir de K matrices que poseen las mismas
P variables que son medidas en diferentes conjuntos de I individuos (Ver Figura A
l.e).

A diferencia del STATIS, el STATIS DUAL en vez de calcular la matriz de W, de

los productos interno entre los individuos calcula la matriz Cy de covarianzas entre
variables.

Ci = (X! D1;Xy); para k=1,...,K (44)

La matriz de covarianzas entre variables de la k-ésima matriz es



Andlisis multivariante: Un recorrido por las técnicas de reduccién de dimensiones 15
CyDp (45)

Se calcula la matriz de correlaciones vectoriales entre las Cy, utilizando el pro-
ducto interno de Hilbert-Schmidt (HS):

C = (C,C)) = trace(CyDpC/Dp); para k' y I=1,...,K 46)

El STATIS-DUAL realiza los mismos pasos que el STATIS y proyecta sobre un
plano factorial la matriz compromiso para las variables.

4.3 Anadlisis Triddico Parcial - PTA:

También conocido como X-STATIS (Jaffrenou, 1978) consiste en encontrar la
proporcién de variabilidad entre las variables que dependen en situaciones o tiempo.
El PTA requiere que las K matrices tengan igual nimero de P variables e igual
ntiimero de [ individuos entre ellas, formando un cubo de datos (Ver Figura A 1.f).

PTA no trabaja con operadores como es el caso de STATIS, ya que trabaja direc-
tamente con las matrices. Este método consiste en realizar un analisis STATIS a las
X matrices.

Similar al STATIS, este método se compone de: la Inter-estructura que expresa la
importancia de cada matriz en el anélisis, el Compromiso que manifiesta la estruc-
tura en comtin entre las matrices y la Intra-estructura que proyecta los individuos y
las variables de cada matriz en el espacio bidimensional del compromiso, permite
analizar la representacién de cada matriz de forma independiente.

Se inicia con una matriz de tres dimensiones, que contiene los mismos / indivi-
duos y P variables en K condicion.

Xiupk 47

Para cada matriz se tienen los tripletes que contienen la matriz diagonal D; con
los pesos para las filas y Dp los pesos para las columnas de cada k-matriz.

(X1,Dy,Dp), (X5,Dy,Dp), ...,(Xy, Dy, Dp) (48)
Se calcula el producto interno entre las k-matrices, tal como:
COVV (X4, X)) = Trace (X{ DiX\Dp) = Trace (X] D;X,Dp) (49)
Varianza vectorial se la calcula como:
VARV (X, X¢) = Trace (X{ D;XDp) (50)

EI RV (coeficiente de correlacion vectorial):
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COVV(Xg, X))
VVAR(X;) VVAR(X))

RV (Xi, X)) = (5D

Interstructure Compromise

—
Compromise
Typological value

Tables weights

(a) Inter-estructura y Compromiso

DR D

1V

i

>
8

(b) Intra-estructura

Figura 3: Analisis PTA. Matriz Ambiente

Fuente: Elaboracién propia

Para obtener la matriz de producto interno se utilizan las X; matrices en lugar de
los W (STATIS), del mismo modo para calcular el compromiso se utilizan las X;
matrices para la combinacién lineal ponderada.
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Los pasos de célculo para la inter-estructura, compromiso € intra-estructura son
similares a los detallados en el STATIS estandar.

Interstructure Compromise

Typological value

Tables weights

(a) Inter-estructura y Compromiso

Puario Bolivar

(b) Intra-estructura

Figura 4: Analisis PTA. Matriz Especies

Fuente: Elaboracién propia

Ambiente: En la Figura 3(a), la inter-estructura evidencio el 84.4 % de la variabi-
lidad, expresando dos comportamientos ambientales, uno similar entre las estacio-
nes localizadas al norte y otro entre las estaciones del sur. El compromiso manifesté
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un 84.4 % de la estabilidad ambiental a lo largo del espacio y representa de mejor
manera lo ocurrido en Manta (cos®> = 0,90) y La Libertad (cos® = 0,83) que son
las estaciones con mayor influencia ocednica. La temperatura y el oxigeno mues-
tran una correlacién directa e inversa con los nutrientes y salinidad. Los pardmetros
ambientales se mostraron muy variantes durante el ailo 2015, ocurriendo una mayor
homogeneidad de septiembre a diciembre. Las mds altas temperaturas ocurrieron en
mayo y julio.

En la Figura 3(b) Manta mostré un comportamiento muy similar al compromiso,
en Esmeraldas se registraron los valores mds altos de temperatura (vector mas largo)
y ocurrieron en el mes de julio principalmente, mientras que en Puerto Bolivar se
registraron los valores mds altos de nitrato y fosfato durante los meses de febrero y
marzo (inicios del afio).

Especies: En la Figura 4(a), la inter-estructura mostré el 69.3 % de la variabili-
dad, la similaridad biolégica entre las estaciones es baja principalmente en Esmeral-
das con respecto a las demas. El compromiso manifesto el 86.1 % de la variabilidad
en la estabilidad capturada entre las 4 estaciones y representa de mejor manera lo
ocurrido en Puerto Bolivar (cos? = 0,75) seguido de Manta (cos* = 0,73). El or-
den de las especies con comportamiento mas similar fue: en las diatomeas céntricas
Chaetocerotales, Hemiaulales, Leptocylindrales, Lithodesmiales, Rhizosoleniales,
Thalassiosirales y en las diatomeas pennadas Bacillariales (del O1 al O7 respectiva-
mente). Para el caso de los meses se observa que el método evidencio el comporta-
miento de la época estacional, a la izquierda los meses de invierno (azul, donde ocu-
rri6 la mayor abundancia de las especies antes detalladas) y a la derecha los meses
de verano (rojo) que son donde se destacaron las especies del orden Gymnodiniales
(010) y Cyclotrichiida (O11). En la Figura 4(b) Puerto Bolivar muestra un resulta-
do similar al del compromiso, mientras que en Esmeraldas y Manta destacaron las
especies del orden Cyclotrichiida (O11) principalmente en el mes de septiembre.

4.4 DISTATIS

Este método fue desarrollado por Abdi, Valentin, Chollet, y Chrea (2007). Es
una variante del STATIS estdndar y se caracteriza por analizar k-matrices de distan-
cias evaluadas en los mismos 7 individuos. Su base matematica consiste en calcular
matrices de producto interno entre las matrices de distancia.

Se inicia con una matriz de distancias de tres dimensiones, que contiene / filas e
I columnas en K condiciones. Sea la matriz Dy;; k) con sus elementos:

{digli=1,....1; j=1,...I; k=1,... K| (52)

Se calcula el producto cruz entre matrices para analizarlas con Escalamiento
Multidimensional (MDS), previamente cada elemento de las matrices de distancia
se eleva al cuadrado y se aplica doble centrado:
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%= g {0 =) (@~ o)~ (310~ d.)

_ 1 e
Sij = —5 (di,j - di,+ - dj,+ + d+,+) (53)

La Eq. (§3) también puede ser expresada por la siguiente operacién de matrices:

Eun=Iun - lm[T”,l]; tal que m; = 1/1 (centrado)

— 1 )
S = _EE D= (matriz de producto cruz) 54
Posteriormente se normalizan las matrices §[k] aplicando Analisis factorial multi-
ple (AFM) al dividir cada elemento de la matriz por su primer valor propio, obte-
niéndose las matrices normalizadas S;.
Calcular coeficientes para la matriz RV:

Trace{S ZS v} ,
RV (Dy, Dy) = cxpr = ; parakyk=1,...,K

\/Trace {SZS k} x Trace {S,(T,Sk/}

(55)
Los coeficientes de RV se almacenan en la nueva matriz de similaridades C, que
se factoriza para obtener los pesos para el compromiso.

C =POP"; talque PTP=1 (56)

El primer vector propio p; es re-escalado para obtener los pesos para construir el

. L -1
compromiso, de la siguiente manera: @ = (1T p1> X p1

Compromiso:
K
Si =) aSy (57)
k=1
Se aplicaDVS a §.:
S, =vav' (58)

Las puntuaciones del compromiso para graficar las observaciones:
F=VA"? (59)

La matriz F (operador de proyeccién) definida en (59) transforma las matrices de
producto cruz en sus proyecciones sobre el mapa bifactorial del compromiso; por lo
tanto, se obtiene la intra-estructura como:

Fi = Sy (VA—%) (60)
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5 Analisis de la Relacion entre Dos Matrices Multivariantes de
Tres-Vias

Es muy comiin encontrar estudios en los que el investigador posee interés en
estudiar la relacién entre 2 conjuntos de matrices de tres vias X y Y (Ver Figura A
1.g).

Las filas de cada par de matrices deben contener la informacién de los mismos
I individuos. La serie de datos en cada matriz corresponde a repeticiones que se
dan en el tiempo o ante diferentes situaciones, tal que la estructura final consiste en
pares de matrices que se repiten a lo largo del tiempo o en diferentes situaciones.

Para analizar este tipo de datos, se revisardn las dos técnicas cominmente cono-
cidas como STATICO y COSTATIS. Ambas parten de la idea principal: Encontrar
la relacién entre dos conjuntos de variables y analizar su estabilidad a través del
tiempo o ante diferentes situaciones.

5.1 STATICO

El método STATICO (Simier, Blanc, Pellegrin, y Nandris, 1999; Thioulouse et
al., 2004) se compone de la combinacién de dos métodos: de los métodos STATIS
(Lavit et al., 1994) para encontrar una tipologia estable entre las k-matrices que
poseen al menos una dimensién comin y de la CO-Inercia (Dolédec y Chessel,
1994) para encontrar entre dos pares de matrices lo que produce la tipologia comun.
Es decir, el método STATICO consiste en encontrar la parte estable de la relacién
entre dos conjuntos de tablas X y Y. Este método de acoplamiento simétrico es el
resultado de la aplicacién de un andlisis PTA a K-matrices cruzadas de CO-Inercia
calculadas en cada repeticion.

Los I individuos deben ser los mismos en cada par de tablas, pero pueden ser
diferentes entre pares, el nimero de variables en la matriz X y Y debe ser el mismo
en cada k condicion respectivamente.

El método STATICO se compone de tres pasos (Thioulouse et al., 2004):

1. Cada matriz inicial que componen la serie de matrices de tres-vias para X y Y
es analizada por un andlisis basico (ACP, AC o ACM) dependiendo del tipo de
variable;

1. Posteriormente, cada par de matrices en cada k-condicién se analizan de manera
conjunta con la técnica de la CO-Inercia, obteniéndose una tabla cruzada;

m. Finalmente, se aplica PTA para analizar la nueva serie de tablas cruzadas (cubo
de datos) obtenidos con la CO-Inercia.

La base metodolégica de los métodos CO-Inercia y PTA se encuentran detallados
en las secciones 3.2 y 4.3 respectivamente.
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Compromise

052
o

(b)
Figura 5: Andlisis STATICO (ambiente-especie)

Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 5(a), la inter-estructura manifestd el 80.2 % de la variabilidad y
evidencidé que las estaciones de Puerto Bolivar, La Libertad y Manta presentaron
mayor similaridad en la relacién ambiente-especie, esta relaciéon es mejor repre-
sentada por el compromiso para Manta (cos®> = 0,90) seguido de Puerto Bolivar
(cos* = 0,85). El compromiso explico el 97.2 % de la variabilidad, en el caso de
los parametros ambientales se destacd una fuerte correlacion directa entre la tem-
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peratura y el oxigeno e inversa con los nutrientes y la salinidad, mientras que para
el caso de las especies los Gymnodiniales (O10) y Cyclotrichiida (O11) mostraron
un comportamiento similar entre ellos (asociado con altos valores de temperatura y
oxigeno) pero contrario a las demds especies que mostraron preferencias por altos
valores en nutrientes y salinidad.

En la Figura 5(b), las estaciones de Manta y Puerto Bolivar mostraron una co-
estructura ambiente-especie mds similar con el compromiso. Esmeraldas manifest6
que la variable temperatura es la de mayor variabilidad (vector mas largo).

5.2 COSTATIS

El COSTATIS (Thioulouse, 2011) es una alternativa al método STATICO. A di-
ferencia del STATICO, este primero trabaja de forma independiente cada cubo de
datos y luego analiza la relacion entre las matrices resultantes.

Pasos del COSTATIS:

1. Realiza dos andlisis PTA: uno al conjunto de k-tablas en X y otro al conjunto de
k-tablas en Y;

n. Posteriormente, realiza un andlisis de CO-Inercia entre las matrices compromiso
Xc y Yc obtenidas en los dos PTA realizados en el paso anterior.

A

[

\f T
\

\ \‘/

Xaes  [aa]

Amman

\

T ]
=4

Eigenvaiues

Figura 6: Anélisis COSTATIS (ambiente-especie)

Fuente: Elaboracion propia
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Tiene la caracteristica que el nimero de k-tablas no tiene que ser el mismo para
Xi,pk) Y para Yjy o k1, es decir K puede ser # K'; sin embargo, las Q variablesen Y,
las P variables en X y los I individuos deben ser los mismos para todas las tablas.

Los Gymnodiniales (O10) fueron de mayor abundancia en la estacién de Esme-
raldas con altas concentraciones de temperatura y bajo en salinidad y nitrito, en
Puerto Bolivar se destacaron por su mayor abundancia las 6rdenes de Lithodesmia-
les (O4), Naviculales (O8) y Thalassionematales (O9) con altas concentraciones de
nitrato, fosfato y silicato. El resto de las especies destacaron su mayor abundan-
cia en La Libertad con altas nitrito y salinidad y bajo en temperaturas. En Manta
destacarian las especies mencionadas anteriormente con altos valores de tempera-
tura, silicatos principalmente, es en esta estacion donde se observé la mas fuerte
co-estructura ambiente-especie. El método explica el 98.8 % de la variabilidad con
una correlacion vectorial RV=0.84, Figura 6.

6 Conclusiones

Conforme han ido evolucionando la disponibilidad de los datos, su volumen y su
estructura, han ido apareciendo metodologias multivariantes que apuntan a reducir
las dimensiones para su analisis.

El gran legado dejado por Pearson con su propuesta ACP no pierde vigencia, mas
atin con la propuesta del BIPLOT, realizada por Gabriel y Galindo.

La familia STATIS ha provisto una variedad de opciones para trabajar en bajas
dimensiones varias series de matrices de datos a la vez, haciendo posible su repre-
sentacion grafica y mejor interpretacion.

La incorporacién de algoritmos computacionales a estas metodologias segura-
mente ofrecerd mas opciones ante el creciente volumen de datos disponibles.
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Figura A 1: Estructuras y Arreglos Multivariantes
Fuente: Elaboracién propia



