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Abstract Initially, a review of some works on separator splitting is made, such
as standard map, McMillan map and the Hopf-Zero, in which the measures used
for the calculation of the splitting are highlighted: angle, distance or area between
transversal intersections of heteroclinical points. The necessary concepts are added
for the development of the theory related to the study of the microtron map, after
having all the definitions a study of the application of the microtron is carried out,
determining which are the fixed points and their type according to the relationship
with the parameter. Conditions are established to indicate when the origin is a sadd-
le type hyperbolic fixed point, with which local parameterizations are made that are
analytically prolonged until the first intersection occurs on the X, in this intersection
the determines the angle formula observing that it has an exponential factor is not
analytical at the origin. Thus we arrive at the conclusion that the manifold inter-
sect transversely, forming a non-analytical exponential angle when the parameter is
small.

Keywords manifold, microtron, splitting of separatrices.

Resumen Inicialmente se hace una resefia de algunos trabajos sobre splitting de
separatrices, tales como standard map, McMillan map y la Hopf-Zero, en ellos se
resalta las medidas usadas para el cdlculo del splitting: dngulo, distancia o 4rea en-
tre intersecciones transversales de puntos heteroclinicos. Se agregan los conceptos
necesarios para el desarrollo de la teoria relacionada con el estudio del mapa del
microtrén, luego de tener todas las definiciones se realiza un estudio de la aplica-
cién del microtrén determinando cuales son los puntos fijos y su tipo de acuerdo a
la relacién con el pardmetro. Se establecen condiciones para indicar cuando el ori-
gen es un punto fijo hiperbdlico tipo silla, con lo cual se hacen parametrizaciones
locales que son prolongadas analiticamente hasta que ocurre la primera interseccién
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sobre el X, en esta interseccion se determina la férmula del 4ngulo observando que
tiene un factor exponencial no analitico en el origen. Asi llegamos a concluir que
las variedades se intersecan transversalmente, formando un angulo exponencial no
analitico cuando el pardmetro es pequefio.

Palabras Claves microtrén, splitting de separatrices, variedades.

1 Introduccion

El microtrén es un acelerador de particulas ciclico de bajo consumo y con una al-
ta ganancia de energia. En el mismo las particulas son aceleradas por campo eléctri-
co, el cual estd ubicado en acelerador lineal (linac) y son recirculadas por dos imanes
forma “D”, ver figura 1. También es llamado “ciclotrén de electrones” debido a su
parecido con el ciclotrén clasico.

El microtrén acelera las particulas hasta que logran obtener velocidades cercanas
a relativista, es decir cercana a la velocidad de la luz. Esto es una ventaja respecto
a otros aceleradores. La relacién entre el cambio de fase 8¢, con respecto a la fa-
se sincrona ¢, en la n-esima vuelta del linac (acelerador lineal) y el excedente de
energia (0W,,) en la n-esima 6rbita estd dada por:

oW,
AW

El incremento en el excedente de energia adquirido en la n-esima vuelta del linac
es:

81 — 8, =27V

oW1 — W, = AWpcos(Ps+ 0@y11) — AW

Donde AW = AW cos(os).

Como referencia acerca del origen, disefio y obtencién de la ecuacién del mi-
crotrén de cambio de fase ver: Lidbjork (1994); Vladimirov et al. (2014); Praeste-
gaard et al. (2001).

Asi tenemos que:

8Pni1 = 8¢, + 2V 5W,

(D
W1 = AWpcos(ds + 0@,11) + W, — AW
con AW =2, v =1 constante y
AW 2
Wo 2

cos(¢s)  cos(¢y)

La ecuacion (1) sugiere el uso de una aplicacion definida recursiva, por este mo-
tivo podemos asociar este modelo con un sistema dindmico. Con lo cual escribimos
la aplicacién de la siguiente forma:
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Imanes en forma de D

/ Particula

Cavidad Resonante myectada,
Acelerador lineal (linac) con energia

Figura 1: Esquema del microtrén
Fuente: Elaboracion propia

F<x7y) = F(Ps(xvy) = (fl(x’y)va(xvy)) 3

donde

filx,y) = x+my 4)
fa(x,y) = AWy cos(s + fi(x,y)) +y—2 (5)

Con lo cual

(6¢n+175Wn+1) = F¢5(5¢na 6Wn>

Podemos observar que la aplicacion presenta las siguientes propiedades:

L Fog (20 +x,y) = Fy,(x,3) + (25,0).

- Fo(x,y) = Fys2n(x,y).

. Fy(x+2m,y) = Fy, (x,y) + (27,0).

. Fy, tiene dos puntos fijos que son: (0,0) y (—2¢s,0).

. Iy, es reversible respecto de la involucién o reversor R : R? — R?, R(x,y) =
(x+ my, —y), es decir Fq,:l =RoFy oR,yRoR=1d.

[ O I O

La matriz jacobiana del mapa Fy, es:
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1 T
DF¢S (x,y) = 2sin(@s+x+7y) 1 27 sin(@s+x+7y)
© cos(gs) o cos(¢s)
Para p; = (0,0) tenemos que:
1 T

My =M =DEP) = ) (60 1 - 2mtan ()

usando (2).
Esta matriz tiene asociada el polinomio caracteristico:

Pay (1) =1 +2(—1+ mtan(9,))z + 1
Andlogamente tenemos por la propiedad 1 en p, = (—2¢s,0):

M, = DFy (p2) = M_y, =

1 T
than (¢s) 14+ 2mtan ((bs)}

y cuyo polinomio caracteristico es:
Py (1) =12 —2(1 + mtan(¢g))r + 1.

Los valores propios para M y M, tienen la misma forma:
A =gt Ja?—1,i=1,2 ©6)

donde a; = 1 — mwtan(¢s), para el caso de p; = (0,0) y ap = 1 + mwtan(¢) para
p2 = (—265,0).

Como el término independiente del polinomio caracteristico es 1 entonces tene-
mos que los autovalores de M| (M) cumplen la siguiente condicién: si A; es un
autovalor, entonces Ay = kil es el otro autovalor.

Obsérvese que si ¢s estd en (—arctan(%),O), tenemos que los valores propios
para M| son reales distintos y p; es un punto fijo hiperbdlico tipo silla. En cambio
para M, son complejos conjugados (caso eliptico). Ademds los autovalores de M,

tienen la forma A; » = ¢*9, para este caso tenemos:
az =cos(0), con 6 € (0,7). 7
Es decir
1+ mtan(¢s) = cos(B), con 6 € (0,7). 8)

El caso en el cual ¢ pertenece a (O,arctan(%)), es equivalente al caso anterior,
solo hay que intercambiar los puntos por la propiedad 1 dada en la pigina 3. En el
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caso ¢; = 0, Fy, sufre una bifurcacion en la cual los puntos fijos colapsan en uno
solo dando lugar al nacimiento de un punto fijo parabdlico.

También sabemos que la parte lineal (M) de la aplicacién alrededor del punto
fijo eliptico es conjugado con:

cos(0) —sin(0)
sin(@) cos(0)

con
0 2n

a 2sin(0) —2(1 —cos(6))
satisfaciendo M, = P~ DP, con la cual tenemos que

sin(n6)—sin(n—1)60 27sin(nb)

M — sin(6) 2sin(0)
2T _ 2(1—cos(8)sin(0) sin(n+1)6—sin(6)
msin(H) sin(6)

Ya teniendo los ingredientes para realizar el estudio dentro los sistemas dinami-
cos. Ahora veamos la distribucién del trabajo, en una primera etapa se realiza una
breve descripcion de los antecedentes del splitting, ademas las definiciones nece-
sarias para luego introducir las parametrizaciones que serdn usadas en el cdlculo
numérico de las variedades del microtron, para asi poder determinar el dngulo entre
la primera interseccion transversal. Para finalizar en las conclusiones se muestran
los resultados obtenidos.

2 Acerca de splitting

Uno de los primeros trabajos que se realizaron en el estudio del célculo de split-
ting de separatrices, fue “Splitting of separatrices for the Chirikov standard map”,
el cual data de los afios 80, (Lazutkin, 2003), ese trabajo consistié en el cdlculo
del dngulo de intersecciones transversales entre variedades de puntos heteroclinicos
en el standard map, ver las figuras 2(a), 2(b). En otros articulos como Treshchev
(1997); Chernov (2000); V. Gelfreich y Sauzin (2001); Delshams y Ramirez-Ros
(1999), hacen célculo de dngulos de intersecciones transversales y drea de 16bulo
para aplicaciones que tienen puntos heteroclinicos. En el caso de flujo en R? tene-
mos como referencia la ecuacion diferencial Hopf-Zero, en el articulo de Baldoma y
Seara (2006) se calcula la distancia entre las variedades uno dimensional de los pun-
tos criticos, en la seccién de Poincaré z = 0, ver las figuras 3(a), 3(b).

La figura 4(a) muestra un ejemplo de una curva que representa la conexién ho-
moclinica de un punto fijo hiperbélico de una aplicacién en R?, mientras que la
figura 4(b) muestra las intersecciones homoclinicas transversales.
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W*(p2)

(a) Las variedades forman una curva hete- (b) Intersecciones transversales de puntos
roclinica que conecta dos puntos fijos hi- heteroclinicos, se muestran las distintas me-
perbdlicos. didas usadas para el cdlculo del splitting.

Figura 2: Variedades de puntos fijos hiperbdlicos
Fuente: Elaboracion propia

(a) Variedades 1D y 2D en la ecuaciéon (b) Variedades 1D y 2D en la ecuacién
Hofp-Zero, caso con conexién heteroclinica. ~ Hopf-Zero, rompimientos de conexiones he-
teroclinicas.

Figura 3: Variedades de la Hopf-Zero
Fuente: Elaboracién propia

Para el tratamiento de este tipo de problema en casi todos los casos, se usan
técnicas de series formales divergentes junto a la teoria de la resumacién de Borel
(V. Gelfreich y Sim¢, 2008; V. Gelfreich y Sauzin, 2001; V. G. Gelfreich, 1999),
este proceso implica la determinacién de una ecuacion outer para luego obtener la
ecuacion inner. Esto es debido a que la medida del splitting esta dada por series no
analiticas respecto al parametro.

En muchos casos cuando el pardmetro es pequefio, es dificil distinguir si existen
intersecciones transversales, por tal motivo el objetivo principal de este trabajo es
determinar si existe una curva homoclinica cuando el pardmetro es pequefio para
la ecuacién del microtrén, ademads establecer la relacion existente entre el pardme-
tro y el angulo en la primera interseccion transversal. Claramente este trabajo esta
enfocado en los cdlculos numéricos y no analiticos a pesar que se usan técnicas
analiticas, lo cual refleja de forma elemental como puede ser aplicado a cualquier
otro problema de célculo de splitting.
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En la tesis doctoral de Larreal (2011), se muestra todo el desarrollo del calculo
del splitting de separatrices para el microtrén abordando el problema de una for-
ma semianalitica, mientras que en este trabajo se presenta solo la parte numérica y
computacional relacionada con el célculo del splitting.

(a) Las variedades forman una curva ho- (b) Intersecciones transversales de pun-
moclinica, puntos homoclinicos no trans- tos homoclinicos.
versales.

Figura 4: Variedades de un punto fijo hiperbdlico
Fuente: Elaboracion propia

3 Definiciones

Esta seccion esta dedicada a dar algunas definiciones necesarias para el desarrollo
del trabajo.

Definicion 1 Sea F : .# — M, se dice que p es un punto fijo si F(p) = p. Si ademds
el médulo de los autovalores de DF), son distintos de uno, se llama hiperbdlico.

Definicion 2 Sea F : # — A, se dice que p es un punto periddico de periodo n si
F'(p)=Fo---oF(p)=p.
(p)=Fo---oF(p)=p
n veces

Definicion 3 Sea F : 4 — #, difeomorfismo y p un punto fijo de F, se dice que p
es hiperbdlico si DF, : T, . # — T, # es hiperbolico. Un punto periddico de periodo
k se dice hiperbélico si es un punto fijo hiperbdélico de F*.

Definicion 4 Sea F : .4 — .# un homeomorfismo y x € . Se define el conjunto
estable de x como

Wix)={yeM:d(f*(y),f"(x)) =0, cuando n — +oo}

y el inestable como
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Wi (x)={yeM:d(f"(y),f"(x)) =0, cuando n — +eo}
donde d es una métrica de A .

Definicion 5 Sean F : .4 — .# un difeomorfismo y p un punto fijo (periédico ) hi-
perbdlico. Un punto x € W*(p) N #*(p) diferente de p se llama punto homoclinico.
Se dice ademds que es transversal si la interseccion W (p) N #*(p) es transversal
en x. La orbita de un punto homoclinico (transversal) es llamada orbita homoclinica
(transversal).

Nuestro interés principal es la aplicacién que modela el cambio de fase y energia
del acelerador de particulas microtrén, el cual estd dado por:

6¢n+l _6¢n ZZTCVZV‘?} ’

5Wn+1 — 6w, = AW()COS((PS —+ 8¢n+1) — AW

donde la fase de error es 8¢, con respecto a la fase sincrona ¢, en la n-esima vuelta,
la fase de error del excedente de energia es 6W,,, AW y Vv son las constantes 2 y 1
respectivamente, AWy = AW /cos(¢s) y @5 es el pardmetro.

4 Calculos numéricos de las intersecciones transversales de las
variedades en el microtron

En esta seccién vamos a suponer que @ € (—arctan(2/7),0), por lo tanto el
origen es un punto fijo hiperbélico de F = (f1, f») definido como en: (3), (4) y (5).

Ahora buscaremos parametrizaciones de las variedades locales, para luego hacer
una extension de las mismas hasta la primera interseccién transversal:

Wie(t) = ("(),y™(1)),

donde x*(t) = Y;—ga"t! y y*(t) = L, b}"t', s denota estable y u inestable. Estas
parametrizaciones “naturales” deben cumplir la propiedad:

F(y™" (1)) = w(A™)

donde A* =1/A* = A > 1, A* y A" son los autovalores de DF (0,0).

De forma analoga se realizan parametrizaciones para flujo en: Delshams y
Ramirez-Ros (1998); Ramirez-Ros (2005). En esencia se usan los métodos expues-
tos en Simo (1990).

Proposicion 1 Las variedades locales del origen Wl':; (0,0) de la aplicacion F pue-
den escribirse como:
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Wpoe (1) = (x(),y™"(1)) ©)
= Y a" Y b (10)

i=0 i=0

donde los coeficientes ai* y b" estdn dados por las siguientes ecuaciones recursi-
1 1
vas.

ag =0, af =1, co = cos(¢s), para i >?2

. u
Ci = —;Z]s,-,jaj

—7 ¢+ sinh?(h/2) S;

a; = Y EEYERY)
sinh”(ih/2) — 2sinh”(h/2)
si= ci+aj,
parai>0,
) Al 1 u
b = el
ai =a}
1—Af
b=
h estd dada por:
2 . h
tan(¢s) = = s1nh2(§) an

Demostracion. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que la variedad ines-

table local se parametriza como: yj. .(t) = (x"(z),y"(¢)) = Zaﬁ’ti, Zb?t’) . Para
i=0 =0

simplificar la notacién pondremos a} = a;, b} = b;.
Podemos suponer que ag = by = 0 ya que el origen es el punto fijo.

Ahora usamos la ecuacion:
F(y(t)) = y(A1) (12)
Donde y(z) = (x(¢),y(t)) y F estd dada por (4) y (5).

Recordemos que el polinomio caracteristico asociado a DF (p;) (p1 = (0,0)) es:
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P, (x) = x* —2ax+ 1 donde a = 1 — wtan(¢y)

sus raices son:

},112 =at/ a2—1

De la ecuacién del polinomio caracteristico podemos deducir que:

A-12 1 b

@n(fy) === "2z

donde A =a++Va2—-1>1.
Asi

tan(¢s) = —% sinhz(g)

donde & =In(A).
Asi obtenemos de la ecuacion (12):

{ Ji(x(1),y(2)) = x(t) + my(r) —x
Fo(x(t),y(t)) = AWy cos(os +x(At)) +y(t) —2 = y(At)

Usando las ecuaciones (13) y (2) tenemos:
x(t) + my(r) = x(At)
2 (cos(x(lt)) + % sinh?(h/2) sin(x(A1)) — 1) +y(t) =y(At)

La ecuacién (14) es equivalente a:

x(At) —x(t)
T

y(t) =

De la anterior ecuacién obtenemos:

De (15) y (16) tenemos:

2 (cos(x(t)) + % sinh®(h/2) sin(x(t)) — 1)
=x(At) — 2x(¢) +x(¢ /1)
Ahora suponiendo que

cos(x(1)) = Z et
k=0

sin(x(¢)) = /;)Sktk

13)

(14)

15)

(16)

A7)

(18)

19)
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obtenemos:

i
Cl+1:_%z ]+1 Si— ]aj+1
=0 (20)

i
1
Si+1 = TZ J"’l Ci—jdj+1

Sustituyendo (19) en la ecuacién (18) obtenemos para k > 0:

2 Ak (ck + % sinh?(h/2) sk> = (A —1)? g

\
T +2 sinh?(h/2) s
= T2 S0/2) on
sinh” (kh/2)
yparak=0,co=1,50 =0y ap=0.
De lo cual:
1 1
Ci = —= Y Jsi-ja,
i =
1
Si = =) Jcija
i
7 c; 42 sinh?(h/2) s;
a; =
’ sinh?(i 1/2)
De lo anterior se deduce:
11 1

Ci = —S0di — ~ Z]s, iaj
],
l‘f
Si = C()a,'-i-? chi_jaj
j=1

Con lo cual

—fZ]s, jaj+2 sinh?(h/2) - Z]c, ja;

smh2(1h /2)+ 7 so— 2smh2(h /2) co

Asf las sucesiones se pueden escribir como:
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li*l
ci=—=Y Jjsijaj
i =
lifl
S, — — iCi
’ ij:Zl]C’ 74 22)

—7 ¢+ sinh?(h/2) S;
sinh?(ih/2) — 2sinh?(h/2)

si=c¢;+a;

Ahora para poder calcular la variedad estable procedemos de manera anéloga,
solo que vamos a intercambiar la F en la ecuacién (12) por su inversa G = F~!.
Si denotamos:

G(x,y) = G¢x(x7y) = (g1(x,),82(x,¥)),

donde:

g2(x,y) = y—AWycos(d;+x) +2
g1(x,y) =x—7mga(x,y)

Tenemos la ecuacion:
G(p(1)) = w(At), (23)

Por lo tanto:

82(x(t),y(1)) = y(t) — AWy cos(9s +x(1)) +2 = y(Ar)

x(t) = 7 g2(x(2), y(t)) = x(A1)

Asi tenemos que estas ecuaciones las podemos escribir como:

x(At) = x(t) — my(At) (24)
y(At) = y(t) — AWpcos(¢s +x(1)) +2 (25)

De la ecuacién (24) obtenemos:

1A

b= Wai (26)

Mientras que la ecuacién (25) es equivalente a
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x(A%t) — 2x(A1) + x(A%1) = TAW, cos(s 4 x(A1)) — 27,

usando (2) y (14) vemos que esta ecuacion es la misma ecuacién que (18).

Lema 1 R(y"(zr)) = y*(Ar).

Demostracion. Usando las formulas de los coeficientes de y**(¢) dada en la pro-
posicion 1, tenemos que
xX(t) =x"(2).

Pero ademas '
b} = —b} /A,

por lo tanto

Y () = Ybi (M) == L bl = —y"(r).
i=0 i=0
Asi

R(y" (1)) = (" (1) + 7 y"(2), =" (1)) = (" (A1), y* (A1) = (A1)

Con la anterior proposicién tenemos calculados los coeficientes de las varieda-
des locales estable e inestable, es decir que ya estamos en condiciones de trabajar
numéricamente para obtener las prolongaciones hasta hallar su primera interseccion.
Para ello usaremos que la aplicacion F es reversible y veremos que las parametri-
zaciones obtenidas son simétricas respecto de R. Esto nos permite comprobar que
intersecan en la recta y = 0 y que dicha interseccién es un punto homoclinico.

Observacion 1 Por el lema anterior tenemos que si existe ty € R, tal que y*(t9) =0,
entonces obtenemos que x"(ty) = x*(Aty), —y"(t0) = y*(Aty) = 0, usando la ecua-
cion R(y"(10)) = w*(Ato).

Es decir que el punto y* (1) = (x"(19),0) = (x°*(A19),0) es un punto homoclinico,
al cual llamaremos la primera interseccion de las variedades estable e inestable.

Ademads con este resultado tenemos garantizado que si una de las variedades corta al
eje X, la otra variedad también lo corta en el mismo punto, dando lugar a un punto
homoclinico. Teniendo esto presente podemos hablar de la existencia del dngulo de
la primera interseccion entre las variedades.

Si estudiamos las variedades invariantes para ¢ 6 h pequefio, tenemos que la apli-
cacién F sufre una bifurcacién cuando ¢ = 0, (h = 0), asi de esta manera es natural
esperar que el dngulo entre las variedades invariantes no esté dado por una poten-
cia de ¢ (h) sino que serd exponencialmente pequefio en ¢s (1), ver V. Gelfreich y
Sim6 (2008). Los resultados presentados en Fontich y Simé (1990) corroboran este
hecho.

Si las variedades son exponencialmente préximas, esto trae como consecuencia
que el drea de la regién cadtica alrededor de las variedades es exponencialmente
pequeiia, ver Ramirez-Ros (2005); Kubyshin, Larreal, Ramirez-Ros, y Seara (2017);
Larreal (2011). La region cadtica es conocida con el nombre de capa estocdstica, ver
Lazutkin (1990). En Delshams y Ramirez-Ros (1999) calculan la region encerrada
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Figura 5: Grificas de las variedades invariantes del origen para la aplicacién de

cambio fase y energia del microtrén
Fuente: Elaboracién propia

por las variedades estable e inestable la cual es conocida como 16bulo, estos calculos
son realizados para flujo, mientras que nuestro caso es una aplicacion.

Observacion 2 Si suponemos que la férmula del dngulo en la primera interseccion
de las variedades tiene la siguiente forma:

a(h) ~ e /" (27)

Entonces:

1. Si h es pequerio, entonces h In(a(h)) — ¢y, ver figura Al(a)
2. In(a(h) e 1/") =n(cz) +n In(h) haciendo

Y =In(a(h) e /"), B=1n(cy), y

X =In(h) tenemos la ecuacion de la rectaY = B+n X, ver figura Al(b).
3. Si h— 0 entonces a(h)h™" e=1/" — ¢3, ver figura Al(c).

El siguiente procedimiento se obtuvo usando las sugerencias de los articulos
Delshams y Ramirez-Ros (1999), V. G. Gelfreich (1999) y Simo (1990).
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Usando 1 de la observacién 2 podemos encontrar ¢y, ver figura Al(a).

2. Usando el pardmetro & =1In(A), y una precisiéon Py = 1000 la cual es la precisién
de margen de error.

3. Calculamos P = P| + Py, la precision a usar, para esto debemos usar la ecuacién
(27), asi tenemos que si 10”1 ~ coh" e1/7, se obtiene Py ~ [|c1/(In(10)h)]].
Esto es debido a que podemos considerar que el orden de coh" es despreciable
en relacién de 1071 y €1/,

4. Teniendo el nimero de cifras podemos determinar el nimero de términos del
desarrollo de Taylor de (10), ver observacién 3.

5. Calculamos el punto de corte de la variedad con eje X, usando primero el méto-
do de biseccién con 8 cifras y luego con Newton, duplicamos el nimero de
cifras en cada iteracion hasta obtener el niimero de cifras necesarias.

6. Por tltimo calculamos el seno del dngulo de la interseccidn transversal, usando

la férmula W, donde u = y"(ty) y v =y (1;) representan las derivadas de

la parametrizacion de las variedades inestables y estables en el punto de corte.

En el item 6 se ha usado det(u,v), el cual es conocido como el invariante de
Lazutkin @, el cual estd dado por el determinante de las derivadas de las parametri-
zaciones de las variedades (y*(s) y y*(s)) en el punto homoclinico, es decir que:

o = det(u,v), (28)

donde
u=y"(s1),v="y'(s2),

Vi (s1) = ¥’ (s2)-

El invariante de Lazutkin a diferencia del dngulo posee la propiedad de invarianza
bajo la accién de la aplicacion, es decir permanece constante en cada interseccion
transversal. Ver V. G. Gelfreich (1999) y Lazutkin (2003).

Observacion 3 El niimero de términos éptimos del desarrollo de Taylor lo podemos
determinar encontrando una funcion de costo, esta se puede determinar con los
siguientes pasos:

= Asumiendo que las variedades estdn parametrizadas
N N
w(t) = (x(0),y(0) = | Yait', Y bit'
i=0 i=0

Unicamente trabajaremos con la variedad inestable, y con la coordenada x(t),
1 € 1(to) = [0,10].
= Si suponemos que | aail
n
podemos asumir que para N no pequerio, aceptamos la condicion:

| = r es decir que tiene radio de convergencia r, asi

1
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» Ademds vamos a suponer que el error de Taylor es Error = 107, donde P es la
precision, asi
an1tV Y| < Error = 107F.
sit € (0,00), 1o < 1.
= Por lo tanto:

(%O)NH <107", (29)

= Ahora agregando una condicion que indique que el intervalo fundamental I(t)
cambia su tamario cuando variamos M, donde M es el niimero de composiciones
que debemos realizar para que corte la grdfica de FM (yw(1(ty))) al eje X.

Mg~ 1. (30)

Asi tenemos que (29) y (30) son equivalentes a:

(N +1)(In(to) — In(r)) = —PIn10. 31)
_ g
M=—=2 (32)

De (31) y (32) tenemos M =~ hfll\;i?) _ lan

Con los puntos anteriores hemos establecido el niimero (M) de iteraciones que de-
bemos tener para que la variedad inestable (o estable) corte el eje X.

Adicionalmente debemos calcular el costo del desarrollo de Taylor usado en la
parametrizacion local.

Ast tenemos que la ecuacion de costo, estd dada por el costo del Taylor local +
el costo de iteradas hasta el corte del eje X.

Nota:
El costo del desarrollo de Taylor y el costo de las iteradas deben estar medidos
en un nimero de operaciones bdsicas, por ejemplo podemos tomar como medida;
la operacion producto *, asi por ejemplo: /, sin, cos, tan, sinh, efc. deben estar
medidos en esta unidad.

Para las implementaciones de este algoritmo se usaron las librerias de multipreci-
sion (mpfr) para ¢ + +, (Fousse, Hanrot, Lefevre, Pélissier, y Zimmermann, 2007).
Entre las ventajas que se pueden citar tenemos:

= Cada variable se puede inicializar con un nimero de cifras arbitrario. Es decir no
hay una dependencia directa con el nimero de cifras fijadas por defecto.

= En comparacién con otras librerias no necesita ser compilada al cambiar el nime-
ro de cifras.

= Segtin las pruebas realizadasen https://www.mpfr.org/timings.html
se observa que es mucho més rapido que otras librerias que usan multiprecision.

El programa realizado con este algoritmo ejecutd operaciones con nimeros que
tenian mds de 10000 cifras decimales. Este programa fue ejecutado en el Cluster
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(EIXAM) del Departamento de Matematica 1 de la Universidad Politécnica de Ca-
talufia, en paralelo por varios nodos, en el que cada nodo calculd el valor del 4ngulo
para un valor del parametro fijo. Asi hemos encontrado que la férmula del dngulo

tiene la siguiente forma:
e
ap e

donde @y = —4.4590490687409192482531730018607189137616- 107 .
Se pueden obtener més términos del desarrollo asintético del 4ngulo de la forma:

(33)

—2n2

e h ,
dngulo(yg , Wy ) < 5 ZdihZ’ (34)
i=0

La férmula anterior se puede obtener usando el método de extrapolacién de Ne-
ville.

Tabla 1: Coeficientes a;

ai

—4.4590490687409192482531730018607189137616 - - - x 107
2.97269937916061283216878200124047927584108 - - - x 107
—4.2426536925896026702539127331520076804167 - - - x 10°
1.17797109675427406779077991987315053084531 - - - x 10°
4.79660536043413895240025402869387583127603 - - - x 10°
5.15570081568660937076084999430858230797878 - - - x 10°
5.85668192172785052753740040550077929384884 - - - x 10°
5.85668192172785052753740040550077929384884 - - - x 10°
1.14920852259617349751071644922254950499367 - - - x 10°
1.95437079128827581340891972592727321987198 - - - x 10°
10 3.7651454516097293470082899284123758398033 - - - x 10°

Ol oo | B|lw| =D

Fuente: Elaboracion propia

Solo a manera de ilustracion, una muestra de la potencia del cdlculo desarrollado.
Para i = 1.099, se obtuvo que el punto de interseccion es: (5.766854002 - -- x 1073, 0)
1000 digitos
o =—1.914910171--- x107737. Y los vectores de direccién de las variedades inva-

1000 digitos
riantes en el punto de interseccion:
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u=(3.129591161--- - x1072 , —1.992359612---x10~2)
———— —

758 digitos 242 digitos 1000 digitos
v=(-3.129591161--- - x107%,1.992359612---x107% )
N——— N—— ———

758 digitos 242 digitos 1000 digitos

Observe que los vectores u y v en la primera coordenada se diferencian a partir de la
cifra 759. Respecto al dngulo o, podriamos cometer el error de suponer que es cero
cuando en la realidad no lo es.

Ademads de todo lo expuesto para el calculo del dngulo de la primera intersec-
cion transversal, la principal razén de este cdlculo, es que permite mostrar que las
variedades invariantes no forman la frontera de la region estable de los puntos que
no escapan al infinito al iterar con la aplicacion. Esta region es conocida en fisica
como Aceptancia.

La Aceptancia forma el conjunto de valores que se deben elegir, para que las
particulas introducidas en el microtrén, logren alcanzar la mixima ganancia de
energia. Algunas aproximaciones a esta frontera se pueden obtener usando inter-
polacién Hamiltoniana, suponiendo que nuestra aplicacién es cercana a un sistema
integrable, otra idea es considerar los niimeros de rotacién de las érbitas de puntos,
para asi obtener curvas invariantes. La existencia de las curvas invariantes se puede
garantizar debido a que podemos encontrar una aplicacién Twist de Moser, para mas
detalle al respecto ver Larreal (2011).

5 Conclusiones

La ecuacion del microtén estudiada ha sido:

6¢n+l _5¢n :27-5\,(1%1 ’

5Wn+1 — 6w, = AW()COS((PS + 5¢n+1) — AW

En esta ecuacién primero se determiné que tenia dos puntos fijos los cuales de-
penden del pardmetro ¢. Se probé que los puntos fijos eran hiperbdlico y eliptico.

Con el punto hiperbdlico centrado en el origen, se establecieron las parametriza-
ciones de las variedades invariantes estables e inestables, luego se probd la existen-
cia de la interseccion de las variedades sobre el eje X.

En la interseccidn sobre el eje X se realizaron los calculos numéricos, los cua-
les consistieron en la determinacién del punto de interseccién por la prolongacién
analitica de las variedades locales. Debido al cardcter que encierra este tipo de pro-
blema, se conjeturé la férmula del dngulo del splitting y luego usando célculos
numéricos de multiprecisién se obtuvo la relacién parametro vs dngulo; asi de esta
forma se logr6 encontrar por medio de ajuste la férmula exponencial del angulo.

Una de las obsevaciones que se puede obtener de los resultados es que la formula
del angulo no es analitica en el origen respecto al parametro.
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Este procedimiento puede ser considerado para la determinacidn de splitting en
problemas con caracteristicas similares.
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Apéndice. Figuras relacionadas con los calculos numéricos
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(a) Relaciénentre Ay h In(cx). (b) Curva obtenida usando ajuste de minimo
cuadrado.
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(c) Grafica para determinar el coeficiente c;.

Figura A 1: Gréficas de la observacion 2
Fuente: Elaboracion propia
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Figura A 2: Grifica de & vs tiempo ms.
Fuente: Elaboracién propia
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