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Condiciones para que un par de funciones
tengan un unico punto fijo en comin

Conditions for a couple of functions have a only fixed point in common

Igsil A. Déavila-Montenegro y Juan C. Yungan-Cazar

Resumen. En este trabajo se estudian las condiciones que deben tener un par de
funciones definidas en un espacio métrico para garantizar la existencia de un tinico
punto fijo en comun entre ellas. Se analizan resultados propuestos por varios autores
para crear un marco tedrico lo mas completo posible para futuras investigaciones.
Ademds se presenta una generalizacion de algunos de estos resultados.

Palabras clave: Punto fijo, contraccién, punto fijo comun.

Abstract In this paper we study the conditions that a pair of defined functions
must have in a metric space to guarantee the existence of a single fixed point in
common among them. The results proposed for several authors are analyzed. In
addition, a generalization of some of these results is presented.

Keywords:Fixed point, contraction, common fixed point.

1. INTRODUCCION

Algunos de los resultados sobre la existencia de soluciones de ecuaciones dife-
renciales, sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones no lineales, existencia de fun-
ciones implicitas, métodos numéricos, existencia de fractales, medidas invariantes y
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existencia de subespecies invariantes, pueden ser obtenidos como consecuencia de
la teoria del punto fijo. Los primeros resultados de esta teoria fueron desarrollados
por el matematico Stefan Banach 1922, conocidos como el principio de contraccion
de Banach. En Lucimar [1] y Rhoades [2] se presentan resultados que generalizan
el principio de contracciéon de Banach, utilizando para ello modificaciones en la
contraccion, lo que permitié generalizar el resultado de Banach para una funcién,
basados en estos resultados en este trabajo analizaremos el siguiente problema. Da-
das F, G funciones definidas de un espacio métrico (M,d) en si mismo, queremos
hallar condiciones sobre las funciones y/o sobre el espacio (M, d) que nos permitan
garantizar la existencia de un punto fijo comun para F y G, es decir, existe z € M tal
que F (z) = z= G(z). En 1968 Kannan basado en los trabajos de Banach demostré
que si (M, d) un espacio métrico completo, y F,G : M — M dos funciones para las
cuales existe & € [0, 1/2] tal que para todo x,y € M se tiene que:

d(F(x),G(y) <ald(xF(x)+d(G(y))] ()

entonces F''y G poseen un punto fijo en comuin. En este trabajo se analiza varias
generalizaciones de este teorema que se han obtenido en varias direcciones, las cua-
les se obtienen con la sustitucién de la Ecuacién 1 para dos funciones por otras
contracciones.

2. DEFINICIONES BASICAS Y NOTACION

Definicion 2.1 Sea {x,} una sucesién en un espacio métrico (M.d) Se dice
que {x,} es una sucesién de Cauchy en M si dado € > 0 existe un ng € N tal
que para todo n,m > ng se tiene que d (x,,X,) < €. En este caso denotamos por
1imy, o0 d (X, Xm) = 0.

Definicion 2.2 Se dice que el espacio métrico (M, d) es completo si toda sucesién
de Cauchy en M es convergente a un punto de M.

Definiciéon 2.3 Sea {X,} una sucesién en un espacio métrico (M,d). Se dice que
{X,} es una or— contraccién si existe o € (0,1) tal que para todo n € N

d (X,H_],Xn) <ad (Xan—l)

El siguiente lema es muy usado en la demostracién de algunos resultados de este
trabajo.

Lema 2.1 Si X, es una a@— contraccién en un espacio métrico (M,d) entonces X,
es una sucesion de Cauchy en (M,d).

Proof. Se observa que de la definicién 2.3 tenemos que para todo n € N

d (Xn+1,Xn) < a'd (X07X1)
Sean n,m € N tales que m > n, por desigualdad triangular tenemos que
d (Xme) < d (Xan-H) +d (Xn-H aXm)

de la observacion se tiene que
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d (xp,%m) < o'd (x1,%0) +d (Xnt1,%m)
Aplicando nuevamente desigualdad triangular se obtiene
d (X, xm) < 0'd (x1,%0) +d (Xnt-1,%n42) + -+ d (Xu—1,Xm)
Luego, por la observacion se tiene
d (X, xm) < &*d (x1,x0) + ™ d (xy,x0) + -+ (x1,x0)
por lo tanto,
d (xXp,xm) < 0"d (x1,%0) [1+ a+ a4+ am 1]

Tomando k = m — 1 —n se tiene d (x,,x) < a"d (x1,x9) Z{»‘ =¢ o entonces Zf =9
o' es una serie convergente y asi, d (X,,%,) < d (x1,x0) % ahora tomando limite
cuando n,m — ocose tiene que

limy, oo d (X, X)) < lim,, 0 d (X1, X0) % y como « € (0,1) entonces & — 0 por
lo que limy,_yed (X, X) < 0 asi, im0 d (X,,,X,,) = 0 de manera que segin la
definicién 2.1, {X,,} es una sucesién de Cauchy en (M,d).

Definicion 2.4 Sea M un conjunto no-vacio y F : M — M una funcién cualquiera.
Un punto x € M se llama punto fijo de F si F (x) = x Se denota por Pr al conjunto
de puntos fijos de la funcién F, es decir,

Pr={xeM:F(x)=x}.

Sea M un conjunto no-vacio y F,G : M — M dos funciones. Un elemento x € M es
un punto fijo en comun para F y G si solo si x € Pr N Pg.

Definicién 2.5Sea (M, d) un espacio métrico, una funcién F : M — M se dice que es
una contraccién (-contraccién,contraccion de Banach o B-contraccién) si existe
o € [0,1) tal que para todo x,y € M

d(F(x),F(y)) < ad (x,y)

3. RESULTADOS PRELIMINARES

3.1. Teorema (Principio de contraccion de Banach-P.C.B)

Sea (M,d) un espacio métrico completo y F : M — M una o/-contraccion, enton-
ces:
1. Si xo € M es un punto arbitrario y {x,} C Mes una sucesién definida por
xn = F™"(x9), para todo n € N, entonces {x,} es convergente, existe z € M tal que
Xy —> 2.
2.d (xn,2) < 755d (x0,x1)
3.d(xn41,2) < %d (Xn+1,%n)
4.d (xn41,2) < od (xn,2)
Algunas condiciones para que una funcién tenga un tnico punto fijo.
En esta seccién presentamos algunos resultados sobre la teorfa del punto fijo para

n
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una funcién, dados por Lucimar [1], Rus [4], Istratescu [3] y Achari [9] respectiva-
mente.

Teorema 3.2 Sea (M,d) un espacio métrico completo, F : M — M una funcién y
0 < o < 1 tal que para cada x,y € Mse cumple alguna de las siguientes condiciones
1. d(F (x),F(y)) < ad(x,y)

2.d(F (x),F(y)) < ad (x, F (x))
3.d(F(x),F(y) < ad(yF(y))
4.d(F(x),F(y) < 3d(xF(y)+d (. F(x)]

Entonces F tiene un tnico punto fijo.

A continuacién se presenta en resumen las condiciones contractivas y ejemplos de
funciones que cumplen con una condicién pero no con otra.

Sea (M, d) un espacio métrico completo, F : M — M

P1. Principio de contraccion de Banach
d(F(x),F(y)) <od(x,y) Paratodo x,y e My ot € [0,1)

P2. Teorema de Kannan [7]
d(F(x),F(y) <oald(xF(x)+d(y,F(y))] Paratodox,ye My a € (0, %)

P3. Teorema de Lucimar [4]
d(F(x),F(y) <old(xF(y)+d(yF(x))] Paratodox,ye My o € (0,%)

P4. Teorema de S. Riech [6]
d(F (x),F (y)) < ad (x,F (x)) +bd (y,F (y)) +cd (x,y)
Paratodox,y € My a,b,c e R",cona+b+c<1.

P5. Teorema de Rus [4]
d(F (x),F(y)) < ad(x,y) +bld (x,F (x)) +d (y,F (y))]
Paratodox,y € My a,b € R", cona+2b <1

P6. Teorema de Hardy-Rogers [6]

d(F (x),F (5)) < o1d (x,F (x)) + 06 (5, F (v)) + 0l (v, F ()) + cad (3,F (x)) +
an ()C Y )

Paratodox,ye My Z?:l o; <1

Ejemplos:

En principio se observa que toda funcién que cumple la condicién P1 es una
funcién continua. En los siguientes ejemplos consideramos la métrica usual de
R,d (x,y) = [x—)].

1.- Ejemplo de una funcién que satisface P2 pero no P1

F:[0,1]] >R
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six € [O,%)
six € [%,1]

"1

—

=

N~—

Il
—N—
W= Bl

Asi, F no es continua y por lo tanto no satisface P1, pero si P2.

2.- Ejemplo de una funcién que satisface P1 pero no P2.
F:[0,1] —[0,1]

Flx)=4

F es continua y no satisface P2. Tomary =0y x = %

3.- Ejemplo de una funcién que satisface P4 pero no P1 ni P2.

F:[0,1] = [0,1]
Fx) = ;—6 sixe[O,%)
% sixe[%,l}

4.- Ejemplo de una funcién que satisface P2 pero no P3

Fil-1,1] = [-1,1]

Flx) = {; sixe[—1,1)

0 six=-1

5.- Ejemplo de una funcién que satisface P3 pero no P2.

F:[0,1] = [0,1]
TR

4. Resultados para dos funciones

Teorema 4.1 Sea (M,d) un espacio métrico completo, F,G : M — M funciones
y 0 < a0 < 1 tal que para cada x,y € M se tiene que d (F (x),G(y)) < ad (x,y) en-
tonces PrNPg = {z} .
Proof. Sea xo € M es un punto arbitrario y definamos una sucesién {x,} C M por
s Xon1 = G (x21) ¥ Xant2 = F (x2441) para todo n € N, ahora aplicando la contrac-
cién de la hipétesis se tiene que d (x1,x2) = d (G (x0),F (x1)) < ad (x0,x1), por lo
tanto d (x1,x) < ad (xp,x;). De manera anédloga d (x2,x3) = d (F (x1),G(x)) <
od (x1,x2) de donde se tiene que d (x2,x3) < ad (x1,x2), en general por induccién
de puede probar que para todo n € Nd (x,41,%,) < ad (x,,x,—1) , asi por el lema 2.1
existe z € M tal que x, = z..
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Veamos que z es punto fijo de F' y G, por desigualdad triangular y por definicién de
G se tiene
d (Z,F (Z)) <d (Zax2n+l) +d (x2n+l F (Z)) =d (Zax2n+1) +d (G(x2n) F (Z))

Ahora aplicando la contraccién de la hipétesis d (z, F (z)) < d (z,X2n+1) + td (x24,2)como
Xy — zentonces d (z,X2,+1) — 0y d (x20,2) — 0 por lo que aplicando limite cuando

n — oo en la dltima desigualdad se obtiene que d (z,F (z)) <0, luego F (z) = z. De
manera andloga se muestra que G (z) = z.

Se puede ver que z es el tinico punto fijo en cominde F y G.

Supongamos que F (z*) = z* = G(z*) y F(z) = z = G(z) entonces d(z,z*) =
d(F(2),G(z")) < ad(z,z") ,luegod (z,z*) < od (z,z*) y como 0 < & < 1 entonces
d(z,z*) <0 por lo que z = z"*de modo que el punto fijo es tnico.

A continuacidn se enuncian los resultados propuestos por Kannan [7], Lucimar [1],
Rus [4], Yen-Khan [2], Hardy-Rogers [6] cuyas demostraciones se hacen siguiendo
procedimientos andlogos al teorema anterior.

Teorema 4.2 Sea (M.d) un espacio métrico completo, F,G : M — M funciones.
Si se cumple alguna de las siguientes contracciones para todo x,y € M , entonces

PrNP;={z}

1. Para at € (0, })

d(F(x),G(y) < old(x,F(x)+d(y,G(y))]
2.Paract € [0,1)

d(F(x),G(y)) < ald(x,G(y))+d(y,F (x))]
3.Paraa,b,c € RT talque a+2b+c < 1

d(F(x),G(y)) <ad(x,y)+b[d (y,F (x) +d (v, G )| +cld (x, G (y)) +d (3 F (x))]

4. Paraa,b,c € R* tal que a+2b < 1

d(F(x),G(y)) <amax{d(x,y)d (x,F (x)),d (y,G(y))} +bd (x,G(y)) +d (s, F (x))]
S.Parac € [0,})

d(F(x),G((y)) < amax{d (x,y) ,d (x,F (x)),d (y,G(y)),1/2[d (x, G (y)) +d (3, F (x))]}
6. Paraa,b,e R talquea< 1y b <1

d(F(G(x)),G(y)) <ad(x,G(y)) y d(G(F (x)),F (y)) <bd (x,F (y))

7. Para o € [0, %)
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S. RESULTADOS PRINCIPALES

Los siguientes lemas permiten obtener una generalizacién de algunas contraccio-
nes de las enunciadas en la seccién anterior.

Lema 5.1 Sea M un conjunto no vacio y F;,G; : M — M funciones para i = 1,2
, i

].—PF1 = PGl =2

2.- Fl OF2 :F20F1 y Gl OG2 = G20G1

Entonces Pr, N Pg, # 6.

Proof. Del item 1 tenemos que F; (Z) = Z , por lo tanto aplicando F> tenemos que
F,(Fi(2))=F(Z),delitem 2 F>, (F\ (Z)) = Fi (F>(Z2)) , por lo tanto F (F> (Z)) =
F>(Z), luego F> (2) € Pr,, asi F> (z) = z . Andlogamente se muestra que G» (z) =z,
luego Pr, NPg, # 0.y P, = Pg, = {z} .

Lema 5.2 Para cada n € N denotado por F" a la composiciéon de Fn-veces.
F,G : M — M Funciones. Si existe m,n € N tal que Pp» = Pgn = {z}entonces
=P = {z}.
Proof. Si se considera F| = F" , G = G™,F, = F y yG, = G. Por hipétesis
Pr, = Pg, = {z} por otro lado,Fj o F>, = F" o F = F'"tl = FoF" = F, o F} y andloga-
mente G| o G, = G, 0 G| luego se satisfacen las hipétesis del lema 5.1 por lo tanto
Pp=P;={z}.
Lema 5.3 Sean F,G : M — M funciones. Si ProG = Pgor entonces Pr N Pg = {z} .
Proof. Por hipétesis (F o G) (z) = z, aplicando la funcién G se tiene que G (F o G) (z) =
G(z) por lo que (GoF)G(z) = G(z), asi G(z) es un punto fijo de Go F , lue-
go por la hipétesis G (z) = z, andlogamente se muestra que F (z) = z por lo tanto
PF ﬁPG = {Z}

A continuacion se presenta unas generalizaciones de los teoremas 4.1, 4.2 a par-
tir de los lemas 5.1, 5.2 y 5.3.

Teorema 5.1 Sea (M,d) un espacio métrico completo, f,g : M — M dos funcio-
nes para las cuales existen a,b,c € R™ tal que a+2b+2c < 1y m,n € N tal que
paratodo x,y € M

d(f"(x),8" (y)) <
ad (x,y) +b[(d(y, f" (x)) +d (y,.g" (V)] +cld (x,8" () +d (v, /" (x))]
Entonces Py = P, = {z} .
Proof. Si se considera F = f" y G = g™, sustituyendo en la contraccién de la hip6te-
sis se tiene que

ad (x,y) +b[d (y,F (x)) +d (y,G(y))] +cld (x,G (y)) +d (y, F (x))]
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Asi por el teorema 4.2 se tiene que Py = Pyn = {z}, luego por el lema 5.2 tenemos
que Py = P, = {z}.

Teorema 5.2 Sea (M,d) un espacio métrico completo, f,g: M — M dos funciones
para las cuales existen a,b,c € R" tal que a+2b+2c < 1y m,n € N tal que para
todo x,y e M

d
ad (x,y) +bd (x,8 (f (x))) +d (y,. f (g(¥)] +cld (x, f(g(¥)) +d (y,g(f (x)))]

Entonces Py = P, = {z} .

Proof. Si se considera F = go fy G = fog, sustituyendo en la contraccién de
la hipétesis tenemos que d (F (x),G (y)) < ad (x,y) +b[d (y,F (x))+d (y,G (y))] +
cld(x,G(y))+d(y,F (x))] , asi por el teorema 4.2 Pyor = Ppog = {z} luego, por el
lema 5.3 se concluye que Py = P, = {z}.

Teorema 5.3 Sea (M,d) un espacio métrico completo,f, g : M — M dos funciones
para las cuales existe a € [0,1/2] y m,n € N tal que para todo x,y € M

d(f"(x),&"(y)) <
amdx{d (x,y) ,d (x, " (x)),d (y,g" (y))} + 5 [d (x,g" (y)) +d (y. /" (x))]

Entonces Py = P, = {z} .
Proof. Consideremos F = f"y G = g" , sustituyendo en la contraccién de la hipéte-
sis tenemos que

d(F(x),G(y) <
amdx{d (x,y),d (x,F (x)),d (»,G())} + 3 [d (x,G () +d (v, F (x))]

Asi, por el teorema 4.2 se tiene que Py = Pyn = {z} , luego por el lema 5.2 tenemos
que
Pr=P,={z}.

6. CONCLUSIONES

La principal condicién para que un par de funciones tenga un dnico punto fijo
es que el espacio métrico donde estan definidas las funciones sea un espacio métri-
co completo ya que a través de la respectiva contraccién de la hipédtesis se puede
encontrar una sucesiéon de Cauchy cuyo punto de convergencia serd el punto fijo
buscado para las funciones. El tipo de contraccién también es importante ya que
esto nos permitié obtener generalizaciones y un marco tedrico muy completo pa-
ra futuras investigaciones relacionadas con este tema. Queda abierta la siguiente
pregunta: Que condicién o condiciones pueden reemplazar la hipdtesis de espacio
métrico completo y garantizar asi los resultados.
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