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Resumen. La intencion de este articulo es dar una demostracion formal del cardcter NP-duro de una nueva variante del conocido problema
de optimizacion combinatoria de la diversidad mdxima, esta nueva variante es denominada problema del maximo promedio. Ademas se
presenta una breve revision de las nociones y conceptos relacionados con la NP-dureza, y la conjetura P vs.NP, con el fin de comprender la
naturaleza de los problemas de optimizacion, y por qué algunos de ellos se pueden considerar ficiles y otros pueden llamarse dificiles.

Palabras Claves: complejidad computacional, optimizacion combinatoria, problema de la diversidad maxima.
Abstract. The purpose of this article is to give a formal proof of the NP-hard nature of a new variant of the classical maximum diversity

problem, this new variant is called average maximum problem. It also presents a brief review of the notions and concepts related to the
NP-hardness, and conjecture P vs.NP, in order to understand the nature of the optimization problems, and why some of them can be

considered easy and others may call difficult.
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1. INTRODUCCION

Es algo evidente, validado empiricamente, que los
problemas de toma de decisiones o de optimizacion
que se abordan en la realidad tienen diferentes
grados de “dificultad”, hay problemas que son
faciles de resolver, en el sentido de que podemos
llegar a su solucién 6ptima con un grado moderado
de esfuerzo analitico y computacional, mientras que
otros son dificiles y aparentemente imposibles de
resolver. ;Pero esto es formalmente cierto?, es decir
podriamos afirmar que ;existe realmente una
diferencia cualitativa entre estos problemas, que
hace que los primeros puedan resolverse y los otros
no, y que ademas este hecho nunca va a cambiar por
mas que evolucionen las matematicas y la
tecnologia? La teoria de 1la complejidad
computacional trata de dar una respuesta a esta
discusion, en la primera parte de este articulo se
abordan los aspectos mas importantes. Para un
detalle mas profundo sobre esta teoria, el lector
puede remitirse al influyente libro de texto de M.
Garey y D. Johnson “Computers and Intractability:
A Guide to the Theory of NP-Completeness™” (1).
En la segunda parte se da una demostracion formal
de la NP-dureza de un nuevo modelo de
optimizaciéon combinatoria.
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2. ALGORITMOS FACTIBLES Y
PROBLEMAS TRATABLES

De manera informal, podemos denominar a los
problemas “dificiles” como los problemas duros.
Entonces a un problema P, se le denomina
NP —duro si es al menos tan duro como otros
problemas de cierta clase razonable de problemas.
En lo que sigue se trata de formalizar esta
definicién, que se basa en las nociones de
algoritmos factibles y problemas tratables.

2.1 ALGORITMOS FACTIBLES

La nociéon de NP — dureza estd relacionada al
hecho empiricamente conocido de que algunos
algoritmos son factibles y otros no lo son. Donde la
factibilidad de un algoritmo esta relacionada
intimamente con el tiempo computacional requerido
para su ejecucion. Por ejemplo, si para alguna
entrada x de longitud len(x) =n, un algoritmo
requiere 2™ pasos, entonces para una entrada de
tamafio mediano, digamos n = 200, se necesitaran
2200 nasos, trabajo que no podria realizarse en un
tiempo humanamente razonable, por mas que
evolucione la velocidad de los computadores.
Formalmente, denominamos algoritmo de tiempo
exponencial a cualquier algoritmo cuyo tiempo de
ejecucion t(n) con entradas de longitud n crece al
menos como una funcion exponencial, es decir, para
el que:

Jc>0,N e N,vn =N, t(n) =e"
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Como resultado de esta definicion, los algoritmos
de tiempo exponencial son usualmente considerados
no factibles. Aunque hay que aclarar que el hecho
de que un algoritmo sea no factible no significa que
nunca puede ser aplicado, simplemente indica que
hay casos para los que el tiempo de ejecucion sera
tan grande que no es practico utilizarlos, aunque
para ciertas entradas (de talla pequeiia) el algoritmo
si podria ser util.

Por otro lado, el algoritmo se denomina de tiempo
polinomial si el tiempo de ejecucion crece soélo
como un polinomio de la talla de las entradas n; es
decir, si y solo si:

“Existe un polinomio P(n) tal que para toda entrada
x de longitud len(x), el tiempo computacional
ty (x) del algoritmo U con la entrada x esta acotado
por P(len(x)): ty() < P(len(x))”.

Como resultado de la definicion, estos algoritmos
de tiempo polinomial suelen ser bastante factibles.
A partir de estas dos posibilidades, en la literatura
sobre  complejidad  computacional se ha
consensuado sobre la siguiente definicion de
factibilidad: “Un algoritmo U se denomina factible
si y solo si es de tiempo polinomial”. En muchos
casos  practicos, esta  definicion  describe
adecuadamente la idea intuitiva de factibilidad: los
algoritmos de tiempo polinomial son usualmente
factibles, y los algoritmos de tiempo no polinomial
son usualmente no factibles. Sin embargo habran
casos en que esta intuicion no funcione, por ejemplo
si un algoritmo tiene un tiempo de ejecucion 25%°n,
es claramente de tiempo polinomial, pero
obviamente infactible. Pero a pesar de estos
aparentes vacios en esta formalizacion, por ahora
"tiempo polinomial" es la mejor descripcion
conocida de factibilidad, por tanto establecemos la
siguiente definicion:

Definicion 1: Un algoritmo U se denomina factible
si y solo si:

“Existe un polinomio P(n) tal que para toda
entrada x de longitud len(x), el tiempo
computacional de ejecucion ty(x) del algoritmo U
esta acotado por P(len(x))”.

Donde len(x) representa la longitud de la entrada
x, es decir el nimero de bits que forma esta entrada.

2.2 PROBLEMAS TRATABLES

Una vez que se ha formalizado la definicion de
algoritmo factible, se puede describir qué es un
problema manejable (o tratable) y que es un
problema inmanejable (o intratable):

Definicion 2: Si existe un algoritmo de tiempo
polinomial que resuelve todas las instancias de un
problema, este problema se dice que es tratable,
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caso contrario se dice que es intratable. A estos
problemas tratables también se les denomina
“faciles de resolver”, o “problemas de la clase P”
Es decir, para decidir sobre el caracter del
problema, o bien tenemos explicitamente un
algoritmo de tiempo polinomial para resolver todas
las instancias del problema, o tenemos una
demostracion de que no existe un algoritmo de ese
tipo.
Desafortunadamente, en muchos casos, no se
conoce ni lo uno ni lo otro, o es sumamente
complicado llegar a establecer una de las dos cosas.
Esto no significa que no haya solucién al problema,
pues en lugar de la falta de informacion ideal,
tenemos otra informacion que es casi tan buena. Es
decir, en algunos casos, no sabemos si el problema
se puede resolver en tiempo polinomial o no, pero
por ejemplo, si podriamos saber que este problema
es tan duro como pueden ser algunos problemas
practicos: entonces si pudiéramos solucionar este
problema facilmente, habria un algoritmo que
resuelve todos los problemas con facilidad, pero la
existencia de tal algoritmo es muy improbable, pues
nuestra intuicion, y sobretodo experiencia empirica,
nos indica que en la realidad hay problemas muy
dificiles. A estos problemas "duros" se les
denomina intratables.
Para formular esta definicion en términos mas
formales, debemos primero describir lo que
entendemos por un problema prdctico y que
significa reducir un problema a otro.
Para describir que es un problema practico,
supongamos que:
- Tenemos alguna informacion, representada por
X,y
- Conocemos la relacion R(x,y) entre la
informacion conocida x y el objeto deseado y
Suponemos que tanto la informaciéon x como el
objeto deseado y se han representado como
sucesiones binarias, esto siempre se puede hacer ya
que en la computadora cualquier cosa puede ser
representada como una sucesion binaria.
Por ejemplo si se tiene una proposicion matematica
x, y el objeto deseado de estudio y es o bien una
demostracion de que x es verdadero, o una
refutacion de x; es decir una demostracion de que x
es falso. Entonces R(x,y) significa que y es una
demostracion cualquiera de x, o de "no x".
Para un problema que es practico, debemos tener
una manera de comprobar si la soluciéon propuesta
es correcta. En otras palabras, debemos suponer que
existe un algoritmo factible que chequee la
veracidad de R(x,y) dados x e y. Si no existe tal
algoritmo factible, entonces no existe un criterio
para decidir si hemos logrado encontrar una
solucién o no al problema.
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Otro requerimiento para un problema de la vida real
es que en tales problemas, usualmente conocemos
una cota superior para la longitud len(y) de la
descripcion de y. En el ejemplo anterior: una
demostracion no deberia ser demasiado grande, sino
seria imposible comprobar si se trata de una prueba
0 no.

En todos los casos, es necesario que un usuario sea
capaz de leer la solucion deseada simbolo tras
simbolo, y el tiempo requerido para la lectura debe
ser factible. Anteriormente se formalizé "tiempo
factible" como un tiempo que esta acotado por
algiin polinomio de len (x). El tiempo de lectura es
proporcional a la longitud len (y) de la respuesta y.
Por lo tanto, el hecho que el tiempo de lectura es
acotado por un polinomio de len (x) significa que
la longitud de la salida y estd también acotada por
algiin polinomio de len (x). Es decir: len (y) <
P, (len (x)) para algin polinomio P,. Asi, se llega a
la siguiente formulacion de un problema préctico:
Definicién 3: Se denomina problema practico (o
simplemente problema) a la pareja (R(x,y),P,),
donde R(x,y) es un algoritmo factible que
transforma dos sucesiones binarias en un valor
Booleano, verdadero o falso, y P, es un polinomio.
Definicién 4: Se denomina instancia de un
problema (R, P, ) al siguiente problema:

“Dada una sucesion binaria x, generar o bien y tal
que R(x,y) es verdadero y len(y) < P,(len (x)),
o, si tal y no existe, un mensaje diciendo que no hay
solucion”.

Por ejemplo, para el problema matematico descrito
antes, una instancia puede ser: hallar una
demostracion de que x es verdadero o una
refutacion (una demostracion de que nox es
verdadero).

2.3 LA CONJETURA DE P VS NP

En la literatura de optimizacion matematica o de
complejidad computacional es comlin oir hablar de
los “problemas practicos generales®, usualmente
también descritos como “problemas de la clase NP”,
esta es una clasificacion de los problemas de
optimizacion para separarlos de aquellos problemas
mas complicados en los cuales la solucién no es
facilmente verificable. Recordemos que los
problemas tratables, o fAciles de resolver, son
aquellos para los cuales existe un algoritmo factible
que resuelve todas sus instancias.

La opinion generalizada es que no todos los
problemas (practicos generales) deben tener una
solucion facil, de ahi que la conjetura que se maneja
es que NP # P, pero nunca ha sido probada.
Justamente esta conjetura es uno de los
denominados  “problemas del milenio” (1),
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establecidos por el Clay Mathematics Institute en el
afio 2000, y por cuya resolucion se ofrece un premio
de un millon de dolares por cada uno. Estos
problemas del milenio son siete, y hasta el momento
de escribir este articulo unicamente ha sido resuelta
la denominada hipdtesis de Poincaré, por el
matematico ruso Grigori Perelman, logro que fue
reconocido en el afio 2010 (3) por lo que todavia
seis de ellos permanecen abiertos, entre ellos la
conjetura NP # P.

A modo de ejemplo, una manera de resolver un
problema NP es chequear R(x,y) para todas las

sucesiones binarias y que satisfacen
len(y) <P, (len(x)). Asi, este  algoritmo,
denominado algoritmo del Museo Britanico,

requeriria un total de 2P 1(ten()) chequeos, es decir
es de tiempo exponencial, y por tanto no factible.

2.4 REDUCCION DE UN PROBLEMA A
OTRO

En términos informales, la manera como se
demuestra que un problema pertenece a la clase NP
es “reduciéndolo” a alguno de los que se conoce
que pertenecen a esta clase. Una reduccion aqui
debe ser entendida como una transformacién que no
cambia la naturaleza de la complejidad del
problema, y esto solo puede ser posible si se utiliza,
de manera transitiva, una cadena de algoritmos
factibles.

Como ejemplo, supongamos que se tiene un

algoritmo que chequea cuando un sistema dado de

desigualdades  lineales es  consistente. Y

Consideremos adicionalmente otro problema, el de

chequear cuando un sistema dado de desigualdades

e igualdades es consistente. Es facil concluir que

éste ultimo puede ser reducido al problema de la

consistencia de un sistema de desigualdades, pues
para esto basta reemplazar cada igualdad por dos
desigualdades.

Definicion 5: Dados dos problemas P =(R,P,) y

P'=(R',P,"), se dice que P puede reducirse a P’,

si existen tres algoritmos factibles U;, U, y U; con

las siguientes propiedades:

- El algoritmo factible U; transforma cada entrada x
del primer problema en una entrada del segundo
problema.

- El algoritmo factible U, transforma cada solucién
y del primer problema en la soluciéon del caso
correspondiente del segundo problema; es decir, si
R(x,y) es verdadero, entonces R’(Ul(x), Uz(y))
es también verdadero.

- El algoritmo factible U; transforma cada solucién
y' de la correspondiente instancia del segundo
problema en la solucion del primer problema; es
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decir, si R'(U;(x),y") es verdadera, entonces

R(x,U;(y")) también es verdadera.
Si existe una reduccion de P a P’, entonces una
instancia x del primer problema es resoluble si y
solo si la correspondiente instancia U;(x) del
segundo problema es resoluble también. Por otra
parte, si podemos resolver la segunda instancia (y
encontrar una solucion y'), entonces seremos
capaces de encontrar una solucion de la instancia
original x del primer problema (como U; (y")). Por
lo tanto, si tenemos un algoritmo factible para
resolver el segundo problema, seria posible disefiar
un algoritmo para resolver el primer problema
también.
facilmente se puede ver como corolario que la
relacion de reduccion satisface la propiedad
transitiva; es decir, si un problema P puede
reducirse a un problema P, y el problema P, se
puede reducir a un problema  P,, entonces,
combinando estas dos reducciones, podemos
concluir que P se puede reducir a P, .
A partir de este nuevo concepto se puede definir
finalmente la NP-dureza de los problemas.
Definicién 6: Un problema (no necesariamente de
la clase NP) se denomina NP —duro si cada
problema de la clase NP puede ser reducida a él.
Definicién 7: Si un problema de la clase NP es
NP — duro, es llamado NP — completo.
Segin estas definiciones, si un problema P es
NP — duro, entonces cada algoritmo factible para
resolver este problema P daria lugar a algoritmos
factibles para resolver todos los problemas de la
clase NP; es decir, NP = P, lo cual se conjetura
que es imposible. En vista de esta conviccion, los
problemas NP — duros suelen ser denominados
también intratables.
En resumen, aunque suele confundirse la
terminologia, los problemas de NP-completos son
aquellos problemas NP-duros que estan contenidos
en NP, siendo los problemas NP-duros aquellos que
tienen la propiedad que cualquier problema en NP
puede ser transformado por medio de una reduccién
a uno NP-completo, es decir, si la conjetura
NP + P fuera cierta, los problemas estarian
clasificados por su complejidad de acuerdo al
grafico, denominado diagrama de Euler, mostrado
en la figura 1.
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FIGURA 1

Algoritmos factibles, problemas tratables y la complejidad computacional
de una variante del problema de la diversidad maxima
Diagrama de Euler con la clasificacién de los problemas si
NP + P

MNP-duro

NP-completo

2.5 DEMOSTRACION DEL CARACTER
NP-DURO DE UN PROBLEMA

La demostracion original del cardcter NP-duro de
cierto problema P_0 es bastante compleja, ya que se
basa en demostrar explicitamente que todos los
problemas de la clase NP se pueden reducir al
problema P 0. Sin embargo, una vez que se ha
demostrado la NP-dureza de un problema P_0, la
demostracion de que otro problema P_les NP-duro
es mucho mas facil a partir del concepto de
reduccion, ya que para demostrar que P_les NP-
duro, es suficiente demostrar que alguno de aquellos
problemas que se conoce son NP-duros puede ser
reducido a este problema P_1.

Histéricamente, el primer problema que se demostro
que es NP-completo fue el problema de
satisfacibilidad booleana, lo que se conoce en la
literatura como el teorema de Cook. Luego, en

1972, Richard Karp demostré que otros 21
problemas eran también NP-completos.
Posteriormente se han descubierto que cientos de
problemas pertenecen también a la clase de los NP-
completo por reducciones desde otros problemas
que previamente se habian demostrado NP-
completos, muchos de estos problemas constan en
el libro de Garey y Johnson (1). Entre los maés
conocidos de estos problemas estan el problema de
la mochila, el problema del agente viajero, el
problema de la jorga maxima, etc. En particular, en
este articulo, se utiliza el problema de la jorga
maxima para demostrar que un nuevo problema
combinatorio es NP-duro.

Teorema: Siun problema P_0 es NP-duro, cualquier
problema mas general P_Itambién es NP-duro.
Demostracion: El teorema es demostrado en (1) de
la siguiente manera:

El hecho de que P_0 es NP-duro implica que cada
instancia p de cualquier problema P puede ser
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reducida a alguna instancia p_0 del problema P_0.
Ya que el problema P_les mas general que el
problema P_0, cada instancia p_0 del problema P_0
es también una instancia del problema mas general
P_1. Asi, cada instancia p de cualquier problema P
puede ser reducida a alguna instancia p 0 del
problema P_1, es decir el problema general P_1 es
NP-duro.

El Problema de la Maxima Jorga: El problema de la
maxima jorga es uno de los problemas que se
conocen son NP-completos, y se define de la
siguiente manera:

Sea un grafo G=(V,E), donde V es el conjunto de
nodos y E es el conjunto de aristas, un subconjunto
de nodos CEV se denomina una jorga de G si V
v_1,v 2€CCEV, existe una arista (v_1,v_2 )EE

La version de decision del problema de la maxima
jorga consiste en chequear si:

“Dado un numero kEN ;es posible encontrar una
jorga C de tamaiio al menos k en G?

3. EL PROBLEMA DEL MAXIMO
PROMEDIO Y SU CARACTER NP-
DURO

Este problema del maximo promedio es un nuevo
modelo del clasico problema de la diversidad
maxima (4), que surge de la optimizacién de la
medida de la diversidad promedio, y al contrario de
otros modelos del problema de la diversidad
maxima. En el problema del méximo promedio la
cardinalidad del subconjunto seleccionado, M, es
también una variable de decisién. Segin puede
observarse en (5) el problema del maximo promedio
puede formularse como:

max Dicjijem dij
McV,|M|22 M|

Donde V es un conjunto de elementos (poblacion),
donde se quiere seleccionar el subconjunto M mas
diverso.

Genéricamente hablando, este problema trata de
maximizar la  diversidad promedio. Una
formulacion de programaciéon matematica con
variables binarias es entonces la establecida por la
formulacion (3.1) —(3.3):

n—-1iyn
iy Yoy dijxixj

max ST (3.1
st Xhix =2 (3.2)
x; €{0,1}, 1<i<n (3.3)

En este problema la funcién objetivo 0 es el
promedio de la suma de las distancias entre los
elementos seleccionados, la restriccion 0 indica que
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por lo menos dos elementos deben seleccionarse.
Tal como se presenta en (5), es un problema de
optimizacion binaria fraccional

Propiedad :

Si los coeficientes d;; no tienen restricciones en el
signo, entonces el problema del maximo promedio
es NP-duro.

Demostracion:

Para la demostracion consideramos como nuestro
problema %,, al problema de la Maxima Jorga, el
cual es conocido que es NP — completo, segin
puede consultarse en (1).

Sea G = (V,E) un grafo, donde V es el conjunto de
nodos y E es el conjunto de aristas, con |[V| =n
nodos.

Consideremos ahora la siguiente instancia del
problema del maximo promedio en su formulacion
con variables binarias:

glx) =

x€{0, 1}” x#0

Yicjdijxi%;
o1 X
Donde las distancias inter-elemento son tomadas
_{ 1 si(i,j)€EE
= lon2

si(i,j) ¢ E
Entonces se tiene:
g(x)

x€{0, 1}" x#0
_n Z(L,J)GEE,K]' XiX; + Z(L eE,i<j XiXj
z:?:1951'
Sea x* € {0,1}*,x* # 0. Definimos un subgrafo
inducido C(V,,E;) € G, donde:
V.={ief{l,. ,nkxi=1}

Si € no es una jorga: x; =1, x; =1 implica que
(i,j) ¢ E, entonces g(x*) < 0.
Por el contrario si C es una jorga:
vV (i,j)talquex; =1, x; =1 se tiene (i,j) €E, y

entonces:
[cldcl-=1) Icl—-1
*) = = >
9(x") 2IC] 7 =0

Por lo tanto, el grafo G contiene una jorga de
tamafio al menos k siy solo si:

como: d;;

k-1
x€{0, 1}" x:tog( ) = T
Con lo que se demuestra que para esta instancia del
problema de la diversidad maxima el problema se
reduce a un problema de la méxima jorga, el cual se
conoce, como se demuestra en (1), que es
NP — completo.
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