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DISENO E IMPLEMENTACION DE UN ALGORITMO GRASP PARA
EL PROBLEMA DE COLORACION DE GRAFOS

Delgado Erwin'

Resumen. Una de las dificultades en la busqueda de la solucion dptima a problemas de optimizacion combinatoria es el elevado costo
computacional para obtenerlas. Por ello se hace necesaria la utilizacion de algoritmos basados en metaheuristicas para obtener soluciones
Jactibles a un costo computacional razonable. En este contexto, en el presente trabajo se aborda el disefio de una heuristica basada en la
metodologia GRASP para el Problema de Coloracién de Grafos. Este algoritmo se lo ha implementado en Mathematica 8.0.4.0 ® y
ejecutado con diversas instancias del problema para medir la calidad del mismo.
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Abstract. One of the difficulties in finding the best solution for combinatorial optimization problems is the high computational cost to obtain
them. Therefore it is necessary to use algorithms based on metaheuristics for feasible solutions to a reasonable computational cost. In this
context, this paper addresses the design of a heuristic based on the GRASP methodology for graph coloring problem. This algorithm is
implemented in Mathematica has 8.0.4.0 ® of the problem to measure quality.
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1. INTRODUCCION

Muchos de los problemas de optimizaciéon En este contexto, el Problema de Coloracion de
combinatoria se caracterizan por su complejidad Grafos, PCG, consiste en determinar el minimo
computacional en la determinacién de una solucién numero k de colores diferentes con el objeto de
optima por medio de métodos exactos. Por ello, realizar una coloracion propia de G. A este
dada esta particularidad desde hace mucho tiempo minimo valor de k se le conoce como nimero
se intenta obtener soluciones factibles a estos cromatico de G, denotado por y(G).

problemas en un tiempo computacional razonable

por medio de la aplicacion de diversas 2. FORMULACION MATEMATICA
metaheuristicas. Precisamente, El Problema de DEL PROBLEMA DE COLORACION
Coloracién de Grafos (PCG) es un problema DE GRAFOS
combinatorio el cual para grandes instancias se

requiere la implementacion de algoritmos que A continuacién, se presenta un modelo en
provea soluciones factibles a un  costo programacion lineal que permite encontrar la
computacional razonable en comparacion a los solucion Optima al problema de coloraciéon de
obtenidos por métodos exactos. En este contexto, en colores.

el presente trabajo se aborda el disefio e

implementacion de una heuristica para el PCG. 2.1 INDICES

Antes de definir formalmente el PCG es importante

mencionar la siguiente definicién establecida en Sea G = (V,E) un grafo no dirigido y € un
[14]. conjunto de colores

Definicion 1.1. i, k: Indices referidos al conjunto de vértices

Dado un grafo G = (V,E) donde V es un conjunto j: indice referido al conjunto de colores

de vértices y E = {(vl-, vj):vl-,vj EV,v; # v,-} un

conjunto de arcos definidos en G. Una coloracion 2.2 VARIABLES

propia de G es una funcién f:V — [1,k] tal que

v(a,b) € E se cumple que f(a) # f(b), es decir, 1,si el vértice i es coloreado
asigna a cada vértice de G un color diferente al Xij = con el color j

asignadoa cualquier otro vértice adyacente. 0,sino
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2.3 FORMULACION MATEMATICA

Min Ziijxij (1)
s.a.
xj+xg<1,  VGKOEEVEC ()

La ecuacion (1) representa la funcidon objetivo, la
cual permite minimizar el numero de colores
utilizados para realizar una coloracion propia. La
restriccion (2) permite asegurar que cada vértice
sea coloreado por algun color. La restriccion (3)
permite garantizar que para cada arco definido en
el grafo, sus vértices sean coloreados con colores
distintos. Por ultimo, la restriccion (4) indica la
naturaleza de las variables de decision.

3. REVISION DE LITERATURA

Uno de los enfoques utilizados para resolver el
PCG es por métodos exactos. Asi, Isabel Méndez et
al [8] propone un modelo de programacion entera,
el mismo que es resuelto por un algoritmo de
planos  cortantes. De igual manera,  Hans
Bodlaender [10] desarrolla un modelo exacto
incorporando memoria polinomial mientras que C.
Lucet et al [7] propone un método exacto basado
en una descomposicion lineal del grafo. Sin
embargo estos métodos tienen limitaciones por la
cardinalidad del conjunto de vértices del grafo
Precisamente, el PCG es uno de los problemas de
optimizacion combinatoria, categorizado como NP-
Hard [3], por tal motivo multiples heuristicas se han
disefiado con el objeto de obtener soluciones
factibles de buena calidad en tiempos de
ejecucion adecuados. Uno de ellos es el realizado
por [14] quién implementd un algoritmo glotdn,
ordenando en primer lugar los vértices de acuerdo
al grado de adyacencia y asignando en cada
iteraciébn un color cada vértice obteniendo asi una
solucion factible. De igual manera, Cédric
Avanthay et al [5], desarrollaron una biisqueda local
en un vecindario variable. Uno de los trabajos a
destacar, dentro de la categoria de métodos de
busqueda local, es el propuesto en [15], en el cual se
implementa una busqueda local con una funcion de
evaluacion de la coloracion deun grafo, la misma
que estd en términos del tamafio de cada particion
del conjunto de vértices, asi como del numero de
arcos que violen la condicion de coloracion.

Dentro de los trabajos que se fundamentan en
algoritmos evolutivos, podemos destacar los
realizados por Zhipeng Lu [4], quien desarrolld un
algoritmo memético para este problema,
resolviendo iterativamente el k -coloring desde un

valor de k, disminuyéndolo hasta que no exista
alguna solucién factible. Este algoritmo combina
un genético con una busqueda tabu, incorporando
un operador de cruce adaptativo; y el realizado
por A. Eiben et al [9] que desarrolla un algoritmo
evolutivo para la determinacion de buenas
soluciones factibles. Incorpora un mecanismo
adaptativo que permite cambiar el fitness de la
funcion objetivo en cada iteracion. Por otro lado,
A. Hertz et al [6], diseha un algoritmo
fundamentado en la busqueda tabu, la misma que
la compard6 con los resultados obtenidos por
algunos  trabajos desarrollados con recocido
simulado observando un mayor perfomance para
instancias de gran cardinalidad.

4. GRASP

El GRASP? es una metaheuristica en la que cada
iteraciéon consiste de dos etapas: construccion y
busqueda local [16]. El objetivo de la fase de
construccion es la determinacion de una solucion
factible la cual es mejorada en la fase de busqueda
local, lo que se muestra en el seudocodigo mostrado
a continuacion, considerando un problema de
minimizacion:

Algorithm 1 GRASP

1: procedure GRASP(MaxIter,Seed)

2: for k=1.... MaxIter do

3 Soluciénl + EtapaContruceion(Seed)
Solucién + BiusquedaLocal(Soluciénl )

4:

5 if Solucion<BestSolucion then
6: BestSolucién=Solucién

T end if

& end for

9: return BestSolucion

10: end procedure

El fundamento de la fase de construccion de una
solucion factible es un algoritmo glotéon no
deterministico, en la que iterativamente se
incorporan los elementos a una solucién parcial.

El elemento a ser incorporado en la solucion parcial
es escogido aleatoriamente desde una lista RCL, la
cual estd formada por aquellos elementos que
produzcan los mas bajos costos incrementales en la
funcion  objetivo. Luego que el elemento
seleccionado es incorporado en la solucién parcial,
esta es actualizada y se procede a iterar nuevamente.

2 Greedy Randomized Adaptive Search Procedure.
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5. DISENO DE HEURISTICA BASADA
EN LA METODOLOGIA GRASP
PARA EL PROBLEMA DE
COLORACION DE GRAFOS

A continuacion se detalla cada componente del
algoritmo basado en la metodologia GRASP para
el problema de coloracion de grafos.

5.1. DISENO DE FASE DE
CONSTRUCCION

El objetivo principal en la fase de construccion, es
la determinacion de una solucion factible del
problema de coloracion de grafos. Esta solucion se
la ha de de- terminar por medio de un algoritmo
glotén no deterministico. Para tal efecto, se realizo
una adaptacion al algoritmo desarrollado por
Daniel Brélaz [14] para el problema de coloracion
de grafos. A continuacion se muestra el
seudocodigo de la fase de construccion de la
solucion inicial:

Algorithm 2 Fase de constuccion

1: procedure ConsTRUCCION(Seed)

2: solucion + ¢

3: Ordenar los vértices de acuerdo a su grado en
orden decreciente,

4: Construir la lista de candida-
tos  restringidas  RCL  definida  por

g A - - e 8l
{E' ev |_f_\” f‘-d(f'_] = Crin + o(Cmar — C mm]}~
donde Crar v Crin son el maximo vy minimo
grado de entre todos los vertices.

5: Seleccionar v colorear aleatoriamente un
vertice s de la lista RCL

6: while |solucion| # |V| do

7: Ordenar los vértices no coloreados de

acuerdo a su grado de saturacion en orden de-

creciente.

Constrnir  la  lista de candida-
tos  restringidas RCL  definida  por
{i' € l'r|_f}}‘t't-d(f'] = Cmr‘n =% ﬂ'fcmar == Cnu’n }}
donde Chugr v Crrin son el maximo v minimo
orado de saturacion de entre todos los vertices
no coloreados.

0: Seleceionar v colorear aleatoriamente un
vertice s de la lista RC'L, utilizando el minimo
nimero de colores para obtener una solucion fac-
tible parcial.

on

10: solucion +— solucion U {s}
11: end while
12: return solucion

13: end procedure

Antes de explicar en detalle la adaptacion realizada,
es necesario introducirnos en la siguiente definicion
establecida en [14].

Definicion 5.1. Sea G un grafo simple y C una
coloracion parcial de G. Se define al grado de
saturacion de un vértice como el nimero de
diferentes  colores asignados a sus vértices
adyacentes.

5.1.1. CRITERIO GLOTON

Una de las componentes del algoritmo GRASP
es la construccion de un algoritmo glotén. Diversos
enfoques pueden ser considerados para el efecto.
Por ejemplo, se podria priorizar el grado de los
vértices en el momento de colorear un vértice. En el
presen- te trabajo inicialmente se procede a ordenar
de forma decreciente los vértices de acuerdo a su
grado de saturacion. Este ordenamiento nos permite
construir una lista de <buenos> candidatos a ser
considerados en la siguiente iteracion. Sin embargo,
este criterio cambia a partir del momento en que se
va a colorear el segundo vértice de la solucién
parcial ya que el ordenamiento se lo realiza con
base en los grados de saturacion de los vértices no
coloreados. Esta idea surge del hecho de que
vértices de un nuimero elevado de arcos incidentes
se los debe colorear primero con el objeto de
minimizar el nimero de colores utilizados para
realizar una coloracién propia.

5.1.2. LONGITUD DE LA LISTA RCL

Una de las caracteristicas del algoritmo GRASP es
que la construccién de la solucion factible no es
deterministica ya que en cada iteracion  se
incorpora un vértice a la solucién parcial de forma
aleatoria, el mismo que pertenece a una lista,
denominada RCL, de buenos candidatos. Diversas
estrategias pueden ser consideradas  para la
determinacion de la longitud de la lista de
candidatos; asi, puede considerarse una lista con
longitud fija en todas las iteraciones o de longitud
variable. Por ejemplo, sean Cmax y Cmin el
maximo y minimo grado de saturacién de entre
todos los vértices (o el grado de los vértices)
entonces la lista RCL esté4 definida como:

RCL = {v € Vl|grad(w) = Cpin +} 5)
a(Cmax - Cmin)
donde a es un pardmetro a considerar.

5.1.3. ELECCION DEL PROXIMO
VERTICE A SER COLOREADO

Luego de construida la lista RCL formada por los
vértices considerados buenos candidatos y que no
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han  sido coloreados, se procede a escoger
aleatoriamente un vértice v de esta lista. Debido a
que el GRASP debe realizarse un namero
MAX ITER de iteraciones, la funcion generadora
de numeros aleatorios estd en términos de una
variable entera SEED que cambiard en cada
iteracion para garantizar la exploracion de otras
regiones. Al vértice v escogido se le asignard un
color que minimice el nimero de colores utilizados
para realizar una coloracion parcial del grafo y que
garantice la factibilidad del mismo.

Este procedimiento se lo realizara iterativamente
hasta que todos los wvértices sean coloreados,
obteniendo asi una solucion factible inicial.

Sin embargo, no necesariamente la solucion factible
obtenida en la etapa de construccion es la Optima,
por lo que se hace imprescindible un algoritmo de
mejora de la solucion actual, objetivo que se cumple
con la fase de busqueda local.

5.2. DISENO DE FASE DE
BUSQUEDA LOCAL

Como se ha explicado anteriormente, la fase de
busqueda local tiene por objeto mejorar una
solucion actual obteniendo asi, en cada iteracion,
una solucién de mejor calidad.

En este contexto, la fase de bisqueda local empieza
con una solucién inicial dada por la fase de
construccion.

5.2.1. VECINDARIO DE UNA SOLUCION

Uno de los requerimientos de cualquier busqueda
local es la forma de construccion de vecindades a
una solucién actual. En este sentido, una solucion
vecina a la actual es obtenida al colorear cualquier
vértice escogido aleatoriamente por un color
diferente, sea éste uno ya utilizado o por medio de
otro color.

5.2.2. EVALUACION DE UNA SOLUCION

Conforme a la construccion del vecindario de

una solucién cualquiera, es evidente que al realizar
un intercambio de colores podria generar
soluciones no factibles, es decir asignar a un vértice
un color que viole la restriccion que cualquier
vértice adyacente sea coloreado de la misma
manera.
Sean C = {C;,C5, ..., C; } una particion de colores en
el grafo G = (V,E) y E;, Vi = 1,2, ..., k el conjunto
formado por los arcos que tienen sus vértices
adyacentes en la particién C;, entonces el valor de la
coloracion definida por C esta dada por [15]:

f(O) ==X 1C12+ 2 GHE]  (6)
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Un hecho a considerar en la ecuacion 6 es que esta
funcién de evaluacion promueve la creacion de
particiones de gran cardinalidad, penalizando
aquellas que contenga un gran conjunto de arcos
que violen las restricciones dadas.

5.2.3. ACTUALIZACION DE LA
SOLUCION ACTUAL

Existen dos maneras de actualizar la solucion
actual. Una de ellas es explorar todo el vecindario
de la solucion actual y reemplazarla por la
solucién vecina que posea el menor valor en la
funcion definida en la seccién anterior. Sin
embargo, una de las dificultades de tal estrategia es
el consumo de recursos, especialmente tiempo
computacional por lo que en el presente trabajo se
ha considerado reemplazar la solucién actual por la
primera solucion vecina que mejore el costo de la
coloracién actual.

Es importante destacar que la exploracion se la
realiza considerando  coloraciones factibles e
infactibles y que esta etapa se la ejecuta durante un
tiempo maximo.

A continuacion se muestra el seudocodigo de la fase
de busqueda local

Algorithm 3 Busqueda Local
1: procedure BUSQUEDALOCAL(solucion) inicial
+ f(solucion)
while Time_max no se cumpla do Determi-
ne una solucién s € N(solucién) por medio del
reemplazo del color de un vértice escogido alea-
torlamente por un nuevo color.
3 if f(s) <inicial then
solucion + s
inicial + f(s)

(]

4 end if
5: end whilereturn solucion
6: end procedure

5.3. CALIBRACION

Uno de los aspectos a analizar en la presente
seccion es la estrategia a seguir con respecto al
tamafio de la lista RCL. Para tal efecto, se ejecutd
el algoritmo desarrollado con algunas instancias
del problema de coloracion de grafos® durante 10
iteraciones cada una de ellas con una duracion de 60
segundos.

* http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR/instances. htmIXXLEI
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En la tabla I se muestra un resumen de los
resultados obtenidos al ejecutar el algoritmo en tres
instancias especificas. En la primera columna se
observa el nombre de la instancia, en la segunda
columna el nimero de colores optimo para realizar
una coloracion propia del grafo dado. En la tercera
columna se muestran los porcentajes de aciertos con
respecto al Optimo tanto de la estrategia con
longitud de lista fija (F) y longitud variable (V) y
por ultimo los tiempos promedios en la obtencion
del minimo numero de colores requeridos,
obtenidos en la ejecucion de cada instancia.

Con base en los resultados obtenidos, tanto tiempos
como en calidad de la solucién, se ha considerado la
longitud de la lista RC L como variable, es decir,
la lista RC L estara definida como en la ecuacion 5

TABLA T

Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos

Calibracion: Analisis de resultados

Resultados

# dptimo de | 7 de aciertos | tiempos(seg,)?

lstancis | o iores FT V | F [ V

myeiels.col 6 100 100 3852 | 33092

myciel6.col 7 Gl il S0.157 | LT

myciel7.col 8 0 1] 49.600 | 46.425

a Tiempo promedio que toma en alcanzar el
minimo

6. RESULTADOS
COMPUTACIONALES

Luego de la calibracion de los parametros del
algoritmo GRASP desarrollado en la seccion
anterior, se ecjecutd el mismo con diversas
instancias en una PC con procesador INTEL CORE
13 3.07 GHz de 64 bits, durante un maximo de
MAX ITER, cada una de ellas ejecutadas durante
un tiempo ¢ _max, cuyos resultados se muestran en
la tabla II.

En las figuras 1,2 y 3 se muestra la tendencia del
numero de colores requeridos para una coloracion
propia en cada instancia utilizada en funcién del
tiempo. Como se puede observar, el algoritmo es
eficiente en la busqueda de soluciones de buena
calidad, especialmente para instancias de pequeiia
escala.

A continuacién, en las figuras 4, 5 y 6 se muestra
la tendencia del nimero de colores requeridos
para una coloracion propia, pero solo en el minimo
valor encontrado luego de ejecutar el numero
maximo de iteraciones. Como se puede observar,
Iuego que se ha determinado una solucién factible
inicial, el tiempo que toma en alcanzar el minimo
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local es razonable en comparacion con los que se
toman al aplicar un modelo que los resuelva en
forma exacta.

TABLA 11
Diserio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Resultados de la ejecucion del algoritmo para diversas

instancias
| [ [ Panimetnos |
_— Hoptmo 1A de 1 #Hde y )
Instaneia decolores | nodos | amos WMAXTTRR | T i de colores
queen®_ ¥ col [] [} i m [H] 10
queent. 9 ol 10 8l 2112 80 90 12
queen] I 11.col 11 121 3960 255 120 14
mycield.col i 11 2 30 10 4
myviell col L) 3 1l 30 10 5
myeield col 6 [} 136 3n 10 [
myeielb.col 1 95 15§ 30 10 1
mysiell col 8 191 2360 M 10 0
FIGURA 1

Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Grifica de la evolucion del nimero de colores requeridos en
la instancia queen8_8.col
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Diseiio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Grifica de 1a evolucién del niumero de colores requeridos en
la instancia queen9_9.col
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TABLA III
Diserio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Comparacion entre heuristica propuesta y el algoritmo de

Brélaz
Instancia Heuristica | Algoritmo
Propuesta Brélaz
queens_8.col 10 15
queen9_9.col 2 15
queenll_11.col 14 16
myciel3.col 4 4
mycield.col 5 5
mycielb.col 6 6
myciel6.col 7 7
myciel7.col 9 8

Otra forma de validar los resultados que se
obtienen al ejecutar el algoritmo propuesto para
diversas instancias, es por medio de la comparacion
de los mismos con los que se obtienen al aplicar
una funcion especifica de la libreria de
Mathematica 8.0.4.0 ® denominada
«VertexColoring>», la misma que consiste en la
implementacion del algoritmo de Brélaz [14].

En la tabla III se muestra los resultados al ejecutar
diversas instancias tanto con la heuristica propuesta
como con el algoritmo de Brélaz.

FIGURA 3

Diserio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracién de grafos
Grifica de la evolucion del niimero de colores requeridos en
la instancia queen11_11.col
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FIGURA 4

Diserio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Evolucion del nimero de colores requeridos en la instancia
queen8_8.col
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Diseiio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Evolucion del nimero de colores requeridos en la instancia
queen9_9.col
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Diserio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Evolucién del nimero de colores requeridos en la instancia
queenll_11.col
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7. CONCLUSIONESY
RECOMENDACIONES

Conforme a los resultados obtenidos al aplicar la
heuristica propuesta al problema de coloracion de
grafos, es evidente la gran utilidad de aplicar
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heuristicas en la busqueda de soluciones factibles de
buena calidad siendo computacionalmente mejores
en tiempos de ejecucion en comparacion a los
obtenidos por métodos exactos. Sin embargo, para
problemas de gran cardinalidad aun se observa
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una gran variacion con respecto a los valores
optimos.

Esto se debe principalmente por la no utilizacion
de estructuras de memorias a corto y largo plazo,
por lo que se recomienda en futuros trabajos
incorporarlos.
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