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SOLUCION EN R" DE LA ECUACION DE ONDA

Medina Jorge'

Resumen. La ecuacion de ondas es uno de los temas de mucha importancia en el estudio de las ecuaciones de la Fisica Matemadtica; este
articulo pretende inicialmente explicar la obtencion de la solucion a la ecuacion de onda unidimensional con el método de D’Almbert. En la
segunda parte se resuelve la ecuacion de onda tridimensional apoyado en teorias como es la Integral de Fourier, Convolucion de funciones
y en la teoria de funciones generalizadas desarrolladas en gran parte por el Matematico Ruso Sergei Sobolev.

Palabras claves: Funcion Generalizada, Teoria de Distribucion, Convolucion, Sobolev, Ecuacion de Onda, Ecuacion Hiperbodlica, Problema
de Cauchy

Abstract. The wave equation is a topic of great importance in the study of equations of Mathematical Physics, this article aims to
explain initially obtaining the solution to the one-dimensional wave equation with the method of D'Almbert. In the second part of the three-
dimensional wave equation supported theories such as the Fourier Integral, Convolution of functions and the theory of generalized functions
developed in large part by the Russian mathematician Sergei Sovalev resolved.
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2. CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

1. INTRODUCCION

La teoria de las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales tiene una gran historia. En ella
han contribuido para su desarrollo grandes
matematicos alrededor del mundo.

Para la solucién de este tipo de ecuaciones se ha
desarrollado nuevas lineas matematicas, tales como |A
el analisis funcional, teoria de funciones

generalizadas y teorias de nuevos espacios
funcionales. Investigaciones en teoria de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, van

Auyy + Buy, + Cuyy, + Duy + Eu, + F =0
Eliptica si:
B
D| >0

Parabdlica si:

en dos direcciones: |A B| =0
1. Para la generalidad de ecuaciones con ¢ D

condiciones de borde, se estudid la existencia . .

de soluciones, de su unicidad, de su estabilidad Hiperbdlica si: A B

y otros. |C D|<0
2. Por otro lado existen muchas ecuaciones en

derivadas parciales que describen procesos

fisicos, biologicos y otros. Por ejemplo: de TABLA 1

conduccion de calor y vibraciéon de ondas,
ecuacion en hidrodinamica, la ecuacion de
Schrodinger en la mecénica cudntica, entre
otros.
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Solucién en R™ de la ecuacion de onda
Ecuacion por su nombre y tipo

ECUACION NOMBRE TIPO |

VZu=0 Laplace Eliptico
2
‘;_‘2‘ —C2v2y  Onda  Hiperbélica
t
du z Y 208
= kVu Difusion Paraboélica
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3. LA ECUACION DE ONDAS

En dimensiones Espaciales:
El problema de CAUCHY

U (o, t) — Aulx, t) = F(x, t);en RVx(0, t)
u(x,0) = f(x), xRN
u(x,0) =g(x), xe R

3.1. ECUACION DE ONDAS PARA N=1

Uy —CUy, =0, x €R,R
u(x,0)=f(x), x€R
u,(x,0) =gx), x€R

Método:

I.  Mediante un cambio de variables se obtienen
todas las soluciones de la ecuacion.

II.  Se determina una solucion que satisfaga los
datos.

_ (6 N 0 )(6 au>
Yee o = \Gr T o) ot ~ax) Y
Se considera las nuevas variables de X, t y se

verifique que:
(2242
dx \at  ox

== (5-2)

= Upp — Uxx = Ugt

Es suficiente considerar

(xzé(x-kt)

_ 1

t=z(x—t)
O bien

{xz(f+cf)

t=((G—ct)

= U — Uy, = 0 Se convierte en ugz = 0, por lo
que uz = @(¢) 6,

u(x,t) = f B(s)ds + w, (X)
0

Es decir que: u(x, t) = wy (%) + w, ()
W, y W, funciones arbitrarias

S ulx,t) = wy(x + ct) + wy(x — ct)

23

son soluciones de la ecuacion de onda y esto es una
suma de ondas planas.
Para determinar la solucion

{ u(x, 0) = wy (%) + wy(x) = f(x)
ur(x,0) = w'y () —w', (1) = g(x)

S w(x) = %[f(x) + ng(s)ds + C]

1 X
w, (x) = > [f(x) - f g(s)ds — C]

de donde se obtiene la FORMULA DE

D’ALAMBERT

La formula
ulx, t) = wilx +ct) + wy(x —ct) =

x+ct

% flx+ct)+ f(x —ct) —f g(s)ds]

x—ct

significa que el desplazamiento de la cuerda
vibrante en la superposicion de dos ondas, cuyos
perfiles estan dadas por las funciones wy(x) y
w, (x) viajando en sentidos opuestos.

3.2 ECUACION DE ONDAS PARA N=3

0%u CA 0
—_— u=
ot?

Para la ecuacion diferencial cuando C=1
9%u
22 Au =0, (1)

con condiciones iniciales

u(0,2) = ()% 0,%) = P() @)

Donde u(t, x), @(x) y ¥(x) son funciones del
espacio S, que se definen como el espacio

compuesto por funciones de C*(R™) y decrecen

junto con sus derivadas de cualquier orden cuando

|x| = o0, mas rapido que cualquier funcién de la
1

forma ———=

T Vg > 0.
Para las funciones de S la transformada de Fourier
siempre existen, y sus transformadas nuevamente
son del  espacio . Es  decir, si
u(x) eS - €ESs.
Representamos la transformada de Fourier de u, de
la siguiente forma:

17(‘[,() =[pau(x, )e "X dx = F,_cu(t, x)



J. MEDINA

Aplicando la transformada de Fourier a (1) y a (2)
se transforma en

fau

=&+ @*aEd =0 (3)
u(O = xazu(o 0)=90@) @
ka—t@ O =Feg 2 (0,1) = PO

Con

de esta forma (1) y (2) se forma en (3) y (4)
La solucioén (3) y (4) esta dada por

t

(5) 26,9 = ) Cos(Igle) + i) 2
donde |{|=+/{?+{2+(? tomando Ia
transformada inversa se obtiene que

u(t,x) = F; 2,4t ) =

1
me [@(Z)COS((Ot)

i 200
(6)
lo que representa la solucion general de (1) y (2).
En los cursos de analisis funcional, se da la
definicion de funcion generalizada f, como un
funcional lineal continuo Ty = (f, @) dado en

eiCD g

algun espacio lineal de funciones elementales .
Este concepto aparece como la generalizacion de
las funciones clasicas, esto se da por la necesidad
de resolver ecuaciones diferenciales de fisica
matematica.
Esta generalizacion de conceptos clasicos de fisica
da la posibilidad de expresar de una forma
matematica correcta como es “la densidad de un
punto material, la densidad de una carga puntual, la
intensidad de una fuerza instantanea en un punto
dado, etc.”
Abhora introducimos un nuevo concepto como es el
de las Funciones con Soporte Compacto ¢ (x), las
que se entienden como

Suppe = {x/¢(x) # 0.
Funcion generalizada de (crecimiento lento) se
denomina al Funcional Lineal Continuo sobre el
Espacio S. A este espacio lo representamos como
S
Para funciones f(x) de clase L;(R™) definimos
como:

(@00 = [ fowadx; Vo €s

24

Y la transformada de Fourier de

(PPNl )™ dx
Y para cualquier ¢(x) € S:

(FF@), ¢©)
- ( f(x)e-i&rf)dx)qo(c) ac
R? \/R}

4

= f 16 ( f w(()e-f“"f)dc) dx
R} R?

= (). F)(x)

Convolucion: Sean f(x)e S, g(x) € G,
C, Espacio de funciones acotadas
continuas en R"

Feg=| FOG-dy

Su transformada esta dada por

Feoe(f(0) * g(0) = §(O-F(©

Y su antitransformada

2 (90-F©) = (F + )

Con ayuda de la convolucién. Para eso regresamos
al problema inicial de CAUCHY y observamos

como caso particular, cuando @(x) =0 ,
Y(x) # O es decir:

2
U _ Ay, =0, xER3, t>0 (7)

dt?
w(x,0) =0, 21(x,0) =p(x)

entonces de acuerdo a (6) tenemos

u(x,t) =
Sen(({)) £ G0
Gy VO e
=F (R 9©) ®

Nuestro objetivo ahora es simplificar (8), para
esto se introduce un nuevo concepto que es la 8-
funcidn, definida de manera puntual en la esfera.
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Con ayuda de la transformada de Fourier de
85 M =3

(SR =Sx(0) = {x: lx| = ’Z?=1 x? = R} )es una

esfera en R3

Definicion: §- funcion, punto a punto en la esfera
se denomina a la funcion generalizada, es decir un
funcional lineal continuo de la forma:

(85, (), p(x)) = st p(x)do,, Vo €S’
ver [2]

Donde do, es un elemento de la superficie de la
superficie de la esfera Sy
Determinamos la transformada de Fourier de &,

((FSSR)’ (P) = (6SR’ F(p)
4

= Ji, (Jug 0(©e™"9ag ) do,
oz (Js @9 dor) 9($)dg

- FSSR:

Paran=3

. Sen(|C|R
f e—l(xf) do—x = 47TR ﬂ
Sk <]

st e"{@Ddg,., ver [2]

Esto se lo obtiene con ayuda de coordenadas
esféricas.
x = Rcospseny
{y = Rsengseny
z = Rcosy
De esta forma la transformada de Fourier de la
funcion generalizada Si esta dado por:

0<p<2m0<yY<m

(F 8s)= s (4R 2ER) 9 (0)dg

0 sen(IZIR)
‘(‘“TR H "”)

Sen(I¢1R)

- Fés,=(4nR ™0

Ver [2].

)= J; e "da, ),

Y con ayuda de la transformacion de Fourier y la
Convolucion se obtiene que

F(8sp * 9)(§) = F(3s5) (O (F (@) (D))

Aqui se esta tomando que f = .

Se tiene que Fy_,¢ (ast) = 4nt Senl({(f)t)
_ Sen((9))
Feg [47‘[ 0| = 1<l (10

Y por el teorema de lo Convolucién de Funciones
generalizados tenemos

Sen(({)t)

BB (O Frng [ 8| Feogth )

= F[Edst*w] (11)

de (8) y (11) obtenemos
w0 = Fh (20 ©) 7
S t -
= £, (%) *FLB@)

—L (65, * 9) (0 == (85,0, p& - )
oo WO = Yoy = 2= [ Y do,
dondex —y =2z, do, =do,

S:0) ={lyl=t}, S:(x)={lx—2z]=t}

Se obtiene

1
w(t,x) =t 2 Y(2)do, = tMp(x)

4n S¢(x)

dondeM; 1 se representa como el VALOR MEDIO
de la funcion Y en la esfera
Se(x) ={z:|lz—x| =t}

1
Map ()= [, ¥ (2)do,
De la misma forma resolvemos poner
0 ZuZ
ot?

—Au, =0, x€R3, t>0

ug (x,0) = @),

Uy _

at (x, O) - OJ
p(x)€ES

De (6) tomamos

1 .
060 = s f Cos(DDPQ)e =D dg

14 [ Lo $en(©9) 57 l(xz)d(]

(2m)3 ot 11
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d
= — (M0 ()
La solucion general de (1) y (2) es la suma de
Uq (t,x) Yy Uy (t, x), es decir

ult,x) = u (t,x) + u(t,x) =

ad
=tMy + Py (tM, )
Donde

1
Mtllj = mf(st(x)) lp(z)dz (12)
Esta formula se denomina Kirchhoff.
Esta integral estd tomado en la esfera con centro en
el punto “x” con radio “#”, al punto (¢, x) en el

cual se tiene la solucion.
4. CONCLUSION

La busqueda de la solucion de la ecuacion en
derivadas parciales que describe el movimiento de
onda en tres dimensiones, se la realizo en el
espacio S’, de funciones de decrecimiento lento, su
convergencia en el céalculo clasico es conocido
como convergencia débil, la cual en el calculo

J. MEDINA
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moderno  es de  funciones
generalizadas.

Se observa que en una sola dimension la biisqueda
solo depende del espacio de las funciones
elementales dadas en las condiciones de frontera
del problema de Cauchy.

Para la compresion de esta busqueda se requiere
un profundo conocimiento de los espacios de
Fourier, su transformada, la propiedad de

Convolucion y Teoria de Distribucion.

convergencia
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