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DEFINICION DE DERIVADAS DE ORDEN FRACCIONARIO
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Resumen. Definicion en forma general de la derivada en cualquier orden entero y su generalizacion a orden fraccionario, comparacion de
esta definicion con la definicion en la forma de Fourier, algunas aplicaciones de esta definicion y el espacio de funciones en los cuales ésta
se aplica.
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1. DEFINICION DE DERIVADA lim () = fGe=h) lim fGx—h) = fx=h=1)
(TRADICIONAL) £ = lim 2 b
t=0 t
La derivada se define en un punto asi: (1.4)

P { CE DLy (D
be=a =320 h Sin entrar en mucha formalidad, y asumiendo que
Ahora consideramos la derivada para todo punto existe la " es decir f € C2(Q). Podemos hacer
“a” del dominio donde este limite existe, entonces t = h, por tanto tenemos:

tenemos la derivada como funcién, por tanto:

—2f(x—h — 2h
FGct ) = £ W) () = i L2 Tl = 2h)
h

(LD £ =lim =0 h2

Continuamos con el mismo procedimiento, tenemos

Observamos que la funcion derivada, se define en el que para las funciones de f € C3(Q) :
dominio de existencia de f*, entonces el espacio de
funciones en las que podemos aplicar esta f(x) = 3f(x—h) +3f(x—2h) — f(x — 3h)

®)(x) =i
definici6n en este trabajo es: C1((Q). fP0) = lim h3
A continuaciéon una pequefia manipulacion 16
algebraica de la definicion, cambiamos / por (-4), (1.6)

" ibl to ¢l dominio de definicid , .
;S 2 oenssﬁfesr;nf OE (;Llc;?: 0 ¢t dofhinio de detiieion 2. GENERALIZACION DE LA DEFINICION
’ DE ORDEN N

Si continuamos con este proceso es facil deducir
que los coeficientes son binomiales y generalizando

, . f@) - fx—h)
1.2) f)=lIm————

- . s s . tenemos:
Conlesta ultima, determinamos la funcién derivada Para f € C"(Q), donden=1,2,3,...
de f, obtenemos:
2.1
. . M (x
03 (@) =l DS E=D e
: T 50 t G =P fle =) + G f(x = 2h) — -+ (=1)"CR f(x — nh)

La denotamos f"": =0 hn

Escribimos esta férmula en forma més compacta:
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La forma general del coeficiente binomial es:
cn = 'n+1)
kKT Trk+DI(n—k+1)

,NENKkEN

Ahora, recurrimos a algunas propiedades de los
coeficientes binomiales C},

1. QZQ(—l)" =0,

2. CrY=0,vj =1,23,..

3. C0=1,vk=123,..
Gracias a esta tltima propiedad podemos decir que:
Yio(—DFCr=0 , con esta generalizacion
tenemos:
Lioo(=D*CEf(x —kh)
n) — i k=0 k
(23) () = lim P

3. DEFINICION DE p-DERIVADA O
DERIVADA DE ORDEN FRACCIONARIO

Continuando, recordamos que
Cr = We-1)a-2) @3 [r-k-1)] y también se
1 2 3 4 k

define para valores fraccionarios, obteniendo que
para p € Q el coeficiente binomiales es:
CP = @ (p-1) (p=2) @=3) [p—(k-1)]

k 1 2 3 4+ "k

generalizar estos coeficientes usando la funcién

Gamma, el resultado es el mismo.
Forma general del coeficiente binomial es:

Fp+1)
P _
KT Drp kP EQkEN

se podia

Por tanto finalmente obtenemos la generalizacion de
la derivada de orden fraccionario p:

Zilo(=D* CPf (x — kh)
hP

B.1 fP) = lim

Es facil verificar casos triviales, tales como
f(x) = constante, para esta funcion el numerador
es igual a cero, y por tanto su derivada de orden p es
siempre cero. A pesar que el orden, puede ser
cualquier wvalor fraccionario, en este trabajo nos
interesa los valores enteros positivos, lo interesante
de este planteamiento es, que podemos calcular la
derivada de cualquier orden sin necesidad de haber

calculado las anteriores, por ejemplo.

fx) = ;2—:21, calcular la funcion derivada de orden

5: aplicamos la formula de la definicion:

. IR o(~1kCPF(x—kh)
P (x) = limy,_, %, obtenemos:
FO0) = 120(—1 4+ 12x + 15x% — 40x3 — 15x* + 12x° + x©)
(1+x2)°
Probemos el calculo de la funcion derivada de orden
15, obtenemos:
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15y < 1307674368000
(1 + x?)16
+1820x* — 8736x° — 8008x° + 22880x7
+12870x® — 22880x° — 8008x° + 8736x!!
+1820x'2 — 1120x1% — 120x + 32x15 + x16)

(1 —32x —120x? + 1120x3

Obviamente este calculo fue realizado con ayuda
del software Mathematica. Un interesante ejercicio
resulta el célculo de la derivada de orden p de la
funcion f(x) = e?*, donde a es una constante real.

Desarrollo:
ZOO— (_1)kCPea(x—kh)
») — 1 k=0 k
P00 = lim P )

ZIT:O (_ 1)k C]fea.x_ e—a.k.h

hp ’
[ . Z}(f:o(_l)k C}fe—a.k.h]
lim )
h-0 hp
S Cp (e~
h? ’

(») =1
fP00) = lim

f(p) (x) = e

@) — pax |];
fPx)=e [}11_1}(1)
usamos la féormula del binomio:

(1 —x)P =X, Cp(—x)*
Entonces obtenemos:
1- e‘“-h)p]

® — pax [];

_ ,—a.h\1P
S P
P (x) = e**[a]?,

3.2)  fP(x)=aPl.e**,

Este resultado sirve para el calculo de las derivadas
de orden p de otras funciones, es decir, si f(x) se
puede presentar en la forma:
f) =22 o(a) . ebr)x donde a, , P
constantes. Entonces la derivada de orden p seria:
FPx) =32 (). (B)P.eBr)* 1a existencia de
esta funcion solo depende de la convergencia de la
serie.

Un resultado parecido lo obtiene J. Liouville a
partir de una definiciéon diferente de derivada de
orden fraccionario.”

Estos resultados son aplicables para el campo de los
numeros complejos. Ahora aplicaremos estos
conceptos para el calculo de algunas derivadas de
orden fraccionario.

Ejemplo 1.-

Sin(x) = Ziiei"‘ —Ziie"'-", usando esta forma de
presentar la funcién seno podemos calcular la

1 .
E-Derlvada,

Si (%)_ i% ix (_i)% —i.x
[Sin(x)] _Ee _Te ,

2 Ver pag. 10 del libro de Samko, Kilbas Marichiev, mas datos en
la referencia.
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3 3
O G )
ISInCIE =377 _2—() :
3
iz ) (- 1)2
Lx __
[Sm(x)] D T2m° x,
1 3 ) 3
[Sln(x)]E =iz |:—;el'x & 2)2 —i. x:|’ ademas
1
(=1)z = (-1)(—1)z = —i, entonces tenemos

1 3/1 X ,
[SinGOz = iz (5) [—ei* 4 je=i]
2 <;> [—Cos(x) —iSin(x) + i(Cos (—x)
+ iSin(—x))]
1 3/1
[Sin(x)]z = i2 (E) [—Cos(x) — iSin(x) + i(Cos (x)
— iSin(x))]
1 371
[Sin(x)]z = iz (E) [-Cos(x) — iSin(x) + iCos (x)
+ Sin(x)]
[Sin(0)]z = 3( ) (=14 DCos(®) + (1 — )Sin()]

[Sin(o)]z = i2 (5) =01 = Dcos@) + 1 = sG]
[SinGOT = i2 () (1 = D[~Cos(x) + Sin(x)], donde

[S m(x)]%

N RPN~

lw

e=t(1-10)
a1yl _ .
[sin)]z = (& Ti) (3)a-na-oismnw
— Cos(x)],
[Sin(0)]z = ( %) (%) (=20)[Sin(x) — Cos(D)],

obtenemos una funcion n el plano complejo,
detallado:

[sinC1G) = + 2

el modulo de la funcién derivada de orden = >

Sin(x) + Cos(x)], graf' camos

Graficando las funciones: f, f":

FIGURA 1

Definicion de derivadas de orden fraccionario
Funciones: f, f’

-05

Ahora calculamos la p-derivada (funciéon derivada
de orden p) de la funcion Seno y luego la
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graficaremos solo la parte real, para denotar los
cambio existentes.

1 . )
: - pilx _ _ ,-ix
Sin(x) = 57et —57e
v (G L
; ) — ___pix _ —ix
[SinGOT?? = 77e 2.0
ip iP D
[Sin(x)](p) — l_ei.x _ l_ —ix + l_e ix _
2.1 2.i 2.0 2.1
1 iP [
i ® — jp|—pix _ __ p-ix  -ix
[Sin(I?” = i (z.ze 2.i° >+2.ie
_ (;3’” .
[Sin()]® = iPSin(x) + e~ [1— (~1)?] ()
Agrupando de otra forma
1 . 1 ) ir
; ® — jp (_ ix 4 —L.x) __ ,-ix
[Sin(x)] i 2.ie' p+ 53¢ 53¢
— (;l) e—i.x
.
iP /1. 1 .
[Sin(x)]® = l—,(—e"x + —e‘”‘)
. i \2 2
i .
+ Ee"'"[—l - (—-1)7]
[Sin(x)]® = iP~1Cos(x) + ;—ie‘i'x[—l — (—1)7]

**)

Estas dos ultimas presentaciones de la p-derivada
nos ayuda a verificar dos casos triviales:
1. La  primera:  [Sin(x)]® = i?Sin(x) +

iP

Ze'i"‘[—l — (—1)P], verificamos que, parap = 0,
[Sin(x)]©@ = Sin(x)
2. La segunda: [Sin(x)]® = iP~Cos(x) +
;—Ze'i'x[—l — (—1)P], verificamos que, parap = 1;
[Sin(x)]® = Cos(x)

4. DERIVADA DE ORDEN p SEGUN
FOURIER

Existen varias definiciones de la derivada de orden
fraccionario incluye la integracion de orden
fraccionario, esto lo podemos verificar en Ila
bibliografia dada en este documento.

La generalizacion de la derivada de orden p segin
Fourier, de la forma mas sencilla en el siguiente
analisis.

Tomamos una funcién del
aplicamos la serie de Fourier:

conjunto Cperq »

P ix
e
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flx) =¥% _,a,et™* | sabemos que la serie
converge absoluta uniformemente, por tanto
tomamos la p-derivada de cada término segun la
formula 32 fP(x) =32 _, a,(m*)®
entonces f®(x) = X2 _. a, (i.n)P.ePinx
Siendo esta tltima la generalizacion de la derivada
de orden p segun Fourier. Podemos decir que la
demostracion de la equivalencia se reduce al célculo
de la formula 3.2. Ademas su equivalencia se da
solamente en la interseccion de los espacios donde
estas dos definiciones de derivada son definidas.
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5. CONCLUSION

En este trabajo se presenta la definicion de orden
entero y su generalizacion en orden fraccionario,
ademas se realiza la compatibilidad con la
definicion de la derivada segtin Fourier, se describe
también algunos ejemplos en los cuales se evidencia
su correctitud. Definiciones similares son dadas por
algunos autores, uno de ellos se cita en el libro de
SAMKO, existen otras definiciones desde otra
perspectiva con el uso de funciones integrales.
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