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MEDIDAS PERFECTAS Y TEOREMA DE REPRESENTACION

SOLIS SORAYA'

Resumen. Diversas topologias han sido estudiadas sobre el espacio Cy(X,E), de las funciones continuas y acotadas de X en
E, con X espacio Hausdorff completamente regular y E un espacio normado, a fin de que su dual pueda identificarse con
algun espacio de medidas.

En el presente articulo se describe la topologia perfecta definida sobre Cy(X,E) e inducida por conjuntos distinguidos, asi
como el espacio de medidas perfectas de Ba*(X) en E’, donde Ba*(X) denota el algebra de Baire generada por los zero sets

de Xy E’ es el espacio dual de (E,\.|). La relacién dual subyacente es utilizada para la representacién de un operador lineal
continuo definido del espacio (Cy (X,E) ; £,) a un espacio de Banach.

Palabras Claves: Topologia perfecta, medida perfecta, Algebra de Baire, Conjunto Distinguido, Representacion de
operadores lineales continuos.

Resumen. Diverse topologies have been studied on the Cy(X,E) space, of the continuous and bounded functions from X into
E, with X completely regular Hausdorff space and E a normed space, for the purpose of identifying their dual with some
measure’ space.

In this article the perfect topology is described, being defined over Cy(X,E) and induced by distinguished sets, such as the
perfect measure’ space from Ba*(X) into E’, where Ba*(X) denotes the algebra of Baire generated by the zero sets of X and

E’ is the dual space of (E,.\). The dual underlying relation is used for the representation of a linear continuous operator
defined from the space (Cy (X,E) ; f5,) to a Banach space.

Palabras Claves: Perfect Topology, Perfect Measure, Algebra of Baire, Distinguished Set, Representation of Continuous

Linear Operators.
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1. INTRODUCCION

Para X conjunto no vacio sobre el cual se ha
definido una topologia 7, se denota esto por (X,
T) y se dice que X es un espacio topoldgico. Si
la topologia estd sobreentendida, simplemente
se denota a X como un espacio topoldgico.

Para E espacio vectorial sobre un campo K,
provisto de una topologia Hausdorff T que hace
continuas las operaciones de suma 'y
multiplicacion por escalar, se dice que E es un
espacio vectorial topoldgico. En este caso se
define su espacio dual topoldgico como (E, ),
o simplemente E’, dado por:

E'= {¢p:E— K /p es funcional lineal y
continuo}.

Si un espacio vectorial topologico E posee una
base local de vecindades de 0 formada por
conjuntos convexos, se dice que E es localmente
convexo. Vecindad de un punto es un conjunto
que contiene un abierto tal que el punto
pertenece a dicho abierto.

Puesto que en un espacio vectorial topologico
es suficiente contar con una base local en 0, de
aqui en adelante solo se hara referencia a
vecindades de 0.

Ademas, todo espacio localmente convexo
posee una base de vecindades en 0 formada por
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conjuntos cerrados, equilibrados y convexos
(Swartz, [10 p. 170 Teorema 5]).

También es conocido que una familia P, de
seminormas que separa puntos sobre un espacio
vectorial E, induce una topologia localmente
convexa en E. Una subbase local de vecindades
esta dada por conjuntos de la forma
V={x € E:p(x)<e}, con e>0y p € P (Rudin,
[6 p. 24 Teorema 1.37]).

Para X espacio Hausdorff completamente
regular, SX denota la compactificacion de
Stone-Cech de X, dada por la completitud de X
respecto a la Cp, (X)-uniformidad.

BX es el espacio compacto mas pequefio en el
cual X es denso y Cp, (X) —embebido.

Cr.(X,E) denota los elementos de
Cy(X,E)cuya imagen es relativamente
compacta en E y C,(X) denota el espacio de
funciones continuas y acotadas de X en R;
C,(X) ® E es el producto tensor estandar entre
C,(X) y E. Es conocido que C,(X) ® EC
Cre(X, E).

Para f € C,(X,E), |If|l denota su funcion
norma de X en R, dada por ||f]||(x) = [If (I,
mientras que la norma de f es denotada por
Iflleo = supllf COII.

x€X

Definicién 1.1 Sea X un espacio Hausdorff
completamente regular y sea Z € X. Se dice que
Z es zero set si existe f € C,(X) tal que

Z = f{o}.



Definicién 1.2 Sea X un espacio Hausdorff
completamente regular y sea Y un espacio
métrico separable. Sea D € X. Se dice que D es
distinguido si existe una funcioén continua f de
X enY tal que D =f 1 (f (D)).

Definicion 1.3 Se dice que V < C,(X,E) es
localmente so6lido si paracada f € V' y
g € Cy(X,E) tal que ||gll < |Ifl, se tiene que
gEV.

El algebra de Baire (Borel) denotada por
Ba*(X) (Bo*(X)), es el algebra mas pequeia
que contiene los zero sets (abiertos) de X.
Similar definicion es para la o-algebra denotada
por Ba(X) (Bo(X)).

A los elementos de estas o-algebras se los
conoce como conjuntos de Baire y conjuntos de
Borel, respectivamente.

Puesto que todo zero set es cerrado, se verifica
que Ba(X) € Bo(X). Similar relacién cumplen
las algebras respectivas. La igualdad se da si X
es un espacio métrico.

Una medida positiva de Baire sobre un
espacio completamente regular X, es una
funcion conjunto p:Ba*(X) —» R, no negativa,
finita y finitamente aditiva, la cual es zero set
regular, es decir:

VA € Ba™(X),u(4) = sup{u(2): Z
C A,Z zero set}

Similar definicion para una medida positiva de

Borel y en este caso
VE € Bo*(X),u(E) = sup{u(C):C
C E,C closed set}

De esta definicion se deduce que estas
funciones son mondtonas: si A S B,u(4) <
w(B).

Una medida de Baire (Borel) es la diferencia
de dos medidas positivas de Baire (Borel) y
debido a esta definicion, estas medidas también
son conocidas como medidas signadas.

Al espacio de todas las medidas de Baire se lo
denota por M(X) y al de las medidas positivas

de Baire por M (X).
En M(X) se estudiaran tres subespacios de
medidas en  particular, denotados por

M, (X), M;(X) y M,,(X), denominados medidas:
tight, o -aditivas y perfectas, respectivamente.
Es conocido que M, (X) € M, (X) € M,(X)

Para definir estas medidas se requiere definir
la variacion total de una medida de Baire.
Seau € M(X) ysea A € Ba*(X). Las funciones
ut y p~ son miembros de M*(X) y estan dadas
por:

ut(A) = sup{u(B):B € Ba*(X) AB < A}

u (A) = —inf{u(B):B € Ba*(X) AB S A}

La variacion total de u se define por |u| =
ut+u.
Es un hecho conocido que p = u* — u~ y que
para cada A € Ba*(X)
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W) = swp (D" 1815 €

* .n
Ba*(X),A = Ui=1Bi}.

De estas definiciones se deduce que para toda
U € M(X), se tiene que u < |u|l. También es
conocido que u ~ ||p|| = |1|(X) constituye una
norma sobre M (X).

Definicion 1.4 Sea u € M(X). Se dice que u es

una medida:

e tight, si dado §>0 existe un compacto K € X
tal que |u|(X — K) < 6.
o-aditiva, si para toda sucesion Z,| ¢ de
zero sets, |u|(Z,) = 0. Esto equivale a ser
contablemente aditiva sobre Ba*(X).
Perfecta, si para toda funcion Baire medible
g:X - R, existe un boreliano B tal que
B S g(X)y lul(g™'(B)) = lul(X).

Ahora se introduce otro concepto de medida

para definir el espacio de medidas M (X, E").
Sea A una algebra de subconjuntos de X, sean

E y F espacios Hausdorff localmente convexos,
sea L(E,F) el conjunto de las aplicaciones
lineales continuas de E en F. Sea S(X, A,E) el
conjunto de las funciones simples E-valuadas
sobre X.

Una funcién conjunto finitamente aditiva p :
A — L(E,F) se dice que es una medida, si la
correspondiente aplicacion lineal
Ay SX,AE) > F, es continua con la
topologia de la convergencia uniforme sobre
S(X, A, E). (Schuchat, [7 p. 375]).

Esta aplicacion estd definida por 4,(@) =

n
=1 1(A)(e); donde ¢ =Z_ RZ Qe es
i=

una funcion simple en su forma canonica, con
A; € Ae; € E. La norma de ¢ es la del
supremo que en este caso es
lolle = supllo@ll = max|lell

x€X 1<i<n

Se denota por B(X,AE) la clausura
de S(X, A E) en el espacio de las funciones
acotadas de X en E provisto de la topologia de
la convergencia uniforme. Es conocido que la
aplicacion A, puede ser extendida de manera
unica a una aplicacion lineal continua
A, B(X, A,E) - F, donde F es la completitud
deF.

Los elementos de B(X,AE) son
denominados funciones totalmente integrables y
se verifica que C,(X)®E CC,..(X,E)C
B(X, A, E) (Khurana, [4 p.196]).

En el presente articulo se considera E como
espacio normado, F =R y A= Ba*(X).

Asi, para que u : Ba*(X) - E' sea una medida
es necesario que su correspondiente aplicacion
Au: S(X,Ba*(X), E) - R sea continua.
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En este caso, esto

sup Z?:1||M(Ai)”<°°, donde el supremo

recorre todas las Ba*(X) —particiones finitas
{A;} de X (Schuchat, [7 p. 375-6]).

equivale a

Es conocido que toda f € C,(X) es Baire-
medible (Wheeler, [12 p. 108]) y es alcanzada
por una sucesion de funciones simples
(Berberian, [1 p. 49 Teorema 3]). Por tanto

C,(X) € B(X,Ba*(X),R). En este caso, si
u € M(X), entonces A, estd definida para toda
fe C,X.

Con lo expuesto, se define el espacio de
medidas
MX,E") ={u: Ba*(X) -» E', u medida / Ve €
Elp. € M(X)]}, donde pu.(B) = (u(B),e) =
u(B)(e). En este articulo es de especial interés
el subespacio
M,(X,E") = {,u: Ba*(X) — E',umedida/

Ve € E[u, € M,(X)]}.

Similares definiciones se dan para los casos
Mt(X!E,) yMG(XtE,)~
Para cada u € M(X,E"), se define su variacion
en A € Ba*(X) por:

[l (A) = sup|Xi=, n(A)(e)l,  donde el
supremo es tomado sobre todas las
Ba* —particiones finitas {4;} de A y sobre todos
los e; € E tales que ||e;|| < 1.

Si E es normado,

|1 (A) = sup{Z luA)Il: 4; € Ba*(X),
A= UizlAi}.

2. ESPACIO DE FUNCIONES
INTEGRABLES

En esta seccion se describe como se origina el
espacio de las funciones integrables, de X en E,
respecto a una medida 4 € M, (X, E").

De lo expuesto en la seccion anterior, se tiene
que u induce la aplicacion lineal y continua
A.: S(X,Ba*(X),E) — R.

Por (Fontenot, [2 Proposicion 3.9]), |u| €
My (X). Por lo tanto |u| también induce una
aplicacion continua A;,: S(X, Ba™(X),R) - R.
Se afirma que |/1#(f)| < A lfID) para toda
f € S(X,Ba*(X),E).

n
En efecto sea (pzz Xa, ® et A; €
i=1
Ba*(X),e; €E. Por definicion, 1,(p) =

*ou(4;)(e). Seax; = ﬁ; 1<i<n
n

(@] < ) It
i=1

- 2 Jwa (o[

i=1
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= lua @l

i=1

Puesto que |py,(A)] = |1 |(AD) v |1y,| <
|ul cuando ||x;]| <1, se obtiene |/1#(<p)| <

=1l (A llell = Ay (lelD.

Esta ultima igualdad se da puesto que la
funcion norma de ¢ tiene la forma de una
funcién simple de X en R, dada por |[¢] =
Z?=1”ei”)(Ai-

Sea G ={g:X - [0,+]: g = sup(gn), gn
sucesion en C, (X); g, = 0,Vn}.
Para g € G, sea [u](g) = sup{ 2, (R):0 < h <
gih € C,(XD}
Para una funciéon 6:X — [0,4+o] se define
lul"(8) = inf{lul(g9):g € G, g = 6}.
Por (Sondermann, [9 p. 58]), esta ultima funcion
verifica las siguientes propiedades.
Sean §;: X — [0, +o0]; j = 1,2. Entonces:
Lo |ul"(81 + 62) < [ul"(6y) + |ul"(82).
2. Sid, < 8, entonces |ul*(6;) <

lul*(6,). N

3. Sié; € G,entonces [u|(6;) =
lul™(81).

4. Sia = 0,entonces |ul*(ad;) =
alul*(61).

Se define P = {f:X — E/[ul"(IfI) < @} y
en P la seminorma p(f) = |u|*(||f]D. Con las
propiedades de |u|* se puede verificar que
(P, p) es un espacio vectorial seminormado.

Es de observar que S(X,Ba*(X),E) € P por
lo que se define £; como la clausura de
S(X,Ba*(X),E) en (P, p).

Si feSX,Ba'(X),E) entonces |f[:X —
[0, +00] es funcion simple de X en R y por tanto
es alcanzada por una sucesion en Cp(X). Asi
Ifl€G y en este caso |ul*(IfID) =
21D = 2,4 CUFID:

De aqui y dado que se mostré que para toda
f € SX,Ba*(X),E) se tiene que |/1u(f)| <
A (IF 1D, se concluye que |/1”(f)| < p(f).

Por la densidad de S(X,Ba*(X),E) en L, se
extiende de manera tinica A, sobre L.

A este funcional se lo denota por I;: Ly - Ey
verifica |I;(f)| < p(f), paratoda f € L;.

Si f € L, entonces ||f]| € Li(Ju]). Ademas
B(X,Ba*(X),E) y X)) QE son
subconjuntos de £, (Khurana, [4 p. 197]).

Para el caso de una funcion simple ¢ =

n
z X4, @ e;; A; € Ba'(X),e; €E, es conocido
i=1
que A, (9) = A, (p)=XiL, u(4)(e;) lo cual
representa la integral de ¢ sobre X respecto a la

medida u.
En este caso, se

i=1 H(A;) (ey).

define [, @ du=



De lo observado anteriormente, siempre que
f € Ly se tiene que |If1l € £y (IuD.

Si definimos la seminorma en £, dada por
e luldIfID se cumple que L, contiene a
C,X)®E y a S Ba'(X),E) como
subespacios densos (Khurana, [4 p. 197]).

Definicién 2.1. Sea uy € M(X,E") y sea f una
funciéon de X en E. Se dice que la integral de f
respecto a i, denotada por fX f du, es el nimero
real r si y solo si para todo € > 0 existe una
particion P, de X en elementos de Ba*(X) tal
que si {4;}[=; € Ba*(X) es un refinamiento de
P, y {x;}{=,es una seleccion arbitraria de puntos
x; € A;, se tiene que

n
| 2 w@)(f(x)) — 7| <e
Es decir u(l;l;mOZ”(Pi)(f(xi)) =r, donde

u(P) denota la medida de una particion P de X,
dada por u(P) = max |u|(P).

sisn
Lema 2.1 si u E M(X,E') y f €C..(X,E)
entonces fo du existe y

[ rau|= [usnanp
X X
Demostracion:

* La existencia de [ f du esta garantizada por
(Katsaras, [3 p. 14-15]).
* Cota para | [, f dul:
Como fo du existe, dado € > 0 existe una

particion Pe y {x;}}-; una seleccion arbitraria
2
de x; € A;, tal que
|2, A (f ) = f f du| <2 ()
Ademas, fXIIfII d|u| existe (Wheeler, [12
Teorema 5.1]). Similar a lo anterior,
[ZEal A AF GID = [lfldlul] <5 (2)
Por lo tanto, se toma P, como un refinamiento
de las particiones correspondientes a (1) y (2).
Para P = {P;}]-; un refinamiento de P, y
X; € P; arbitrarios, se tiene:

PG EDYAGIGEN)]

_ f(x) .
} Z oo ()| e

£ )
1F Gepll

Zum)(f(xi))‘ <
i=1

Denominando e; = , sigue que:

D e PN <
i=1

DIREIfEI ()
i=1

Esta dltima suma corresponde
aproximacion de [, ||l d|ul.

a una
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Empleado desigualdad triangular en (1) y (2) y
luego usando (3), se obtiene
[ fdul < &+ [lIflldlul.
Como ¢ fue arbitrario se concluye que
[y f dul < [fldlpl. O
3. LA TOPOLOGIA PERFECTA By

En esta secciébn se define una topologia
localmente convexa sobre C,(X,E), conocida
como la topologia perfecta, siendo X un espacio
Hausdorff completamente regular y E un
espacio vectorial real normado.

Sea D un conjunto distinguido de fX — X. Sea

D(BX) la coleccion de estos conjuntos.
Por cada D € D(BX), se genera una topologia

localmente convexa 3, sobre Cp, (X, E), inducida
por la familia de seminormas:

f e lflln = sup (IRCONIFI ),
XERX

donde ||f~|| denota la unica extension de ||f|| a
la compactificaciéon de Stone-Cech de X y h
recorre el conjunto Bp(X), de todas las
funciones escalares acotadas sobre SX, que se
anulan en D y se desvanecen en el infinito, esto
es, dado ¢ > 0 existe un conjunto compacto
K € BX — D tal que {x: |h(x)| = e} € K.

Se define la topologia perfecta f,, como la
topologia limite inductivo de las topologias f.
Por esta razén, S, = ind(C, (X, E), Bp,Idp) =N
Bp; De D(BX). Tiene una base local de

vecindades dada por los  conjuntos
absolutamente convexos W de Cp(X,E), tales
que W es una [, —vecindad, para cada D €
D(BX) (Solis, [8 Apéndice B]).

De (Wheeler, [12 Teorema 11.6]), se deduce
que estos conjuntos tienen la forma explicita
dada por:

W =

abco (U {f €
DED(BX)

Cp (X, ED: fgﬂl)){(llfNII(x)lho(x)l) < 1}); con

hp € Bp(X).

El siguiente teorema serd de utilidad para
demostrar algunos resultados.
Teorema 3.1 Sea {f,} una red en
Cy(X,E). fa = 0 en B, de C,(X,E) si y solo si

Ifell = 0en B, de €, (X).

Demostracion:

= Sealared f; » 0en (C,(X,E),B,). Hay
que demostrar que ||fyll >0 en
(Cp(X), Bp)-

Sea W una f3,-vecindad absolutamente
convexa y solida en C,,(X). De lo mostrado
al inicio de la seccién, para cada D €
D(BX) existe una hy € Bp(X) tal que
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W=
abco (U {g € G, () sup (G101 () < 1})
DED(BX) xepX

Con cada una de las hp se construyen los
conjuntos

Vp = {g € Cp(X,E): sup (gl elhp (0)]) < 1}

Lo cual permite definir la f,-vecindad
absolutamente convexa en C,(X,E) dada
por:

V = abco 1
DGL)JSX)

= abco U {g
DED(BX)

€ Cy(X, E): S;@(I@II(X)I%(X)I) = 1})

Se afirma que si f €V, entonces
Ifll e w.
En efecto, si f €V existen 4; ER y

9i € {g € G, (X, B): sup (ligll()lhp, (0)]) <
XEBX

1}, 1<i<n para algin n € N, tales que

f=Yhgy LisalAl < 1.
Ademas sup(llglli(x)lhDi(x)l) <1
XELX

Esto  implica que |lg;ll E{g €

Cy (X): s;g((||}7||(x)|hm(x)|) = 1}; para

1<i<n
Por lo  tanto ~aldlllg:ll €

abco< U {g € C,(X): sup ([g1 () [hp ()]
DEDRX) xepx

1)

Es de observar que ese ultimo conjunto es
solido (12 [Wheeler Teorema 11.6]).

De lo expuesto, |If[l <XiL,lilllg:ll y
por la observacion precedente,
IfIl € abeo

U {g € G, (0: sup (g1 Iy (D)) < 1}
DED(BX) xepx

Por lo tanto ||f]| € W.

Como consecuencia de esto se tiene que
dada la B, —vecindad W en C,(X), se
construye la 8, —vecindad V en C, (X, E)
y por la hipdtesis, para V existe un indice
a, tal que f, € V para todo @ = ay. Por lo
tanto ||f,|| € W, para todo @ = a,. Esto
prueba que [|fyll = 0 en (Cy(X), Bp).

Reciprocamente, sea 4 una
B, —vecindad absolutamente convexa y
sélida en C, (X, E).

Para cada D € D(BX) existe hy € By (X)

tal que
4

= abco U {g
DED(BX)

€ Gy(X, E)Sguﬁg{(llgll(X)lhn(X)l) < 1})

Similar al procedimiento anterior, con
estas hj se construyen los conjuntos

Wp = {g € C,(X): s&[}){(lpgvl(x)lhp(xﬂ) < 1}

Con los cuales se define la 8, —vecindad

abolutamente convexa y sélida en Cp,(X)
dada por

W = abco U Wp.
De D(BX)

A continuaciébn se muestra que si
Ifall >0 en (Cp(X),B,), entonces
”le” ® e—0 cn (Cb(XIE)'ﬁp)v con
e € E tal que |le|| = 1.

Se afirma que si ||f|| € W entonces
Ifll ®e V.

En efecto, ||[f|| € W implica que existen
Ai eR N
9i €

{g € Cb(X):j;;g(lm(x)lhDi(x)l) <

1}; 1<i<n para algin n €N, tales

que [IfIl = Xiti Aigi y Zisa il < 1.

Es decir, ||If||®e= QL1 i9) Qe =
Yitihigi ®e.

Esto implica ||f||®@e es una
combinacion absolutamente convexa de las
funciones g; ® e, tales que ||lg; @ ell =
|g:l, por tanto ellas pertenecen a

foe

C,(X,E): s;g(ll?ll(x)lhni(x)l) < 1}-
Asi, [Ifl| ® e €

{9 € G, (X, E) sup (ligl )|y (x)|) < 1})
DEDBX) xepx

y por tanto pertenece a V.

Como consecuencia de esto dada la f3,,-
vecindad V en C,(X,E), se ha construido
la B,-vecindad W en C,(X) y por la
hipotesis, para W existe un indice « tal
que ||fy]l € W para todo a = a,. Por tanto
[|fz]l ® e €V, paratodo a = a.

Ahora es de notar que |fyll <
||||fa|| ® e|| y como V es solida, f, €V,
para todo a = a. O



Lema 3.1 Si eeE, entonces la aplicacion
T:(C,(X), Bp) = (Co(X,E), B,) definida por
T(f) = f ® e, es continua.

Demostracion:

Por definicion f @ e: X = E
x—f(x)e

Si e =0 tenemos que f @ e es la funcion
nula para toda f € Cp(X). Por tanto T es
continua.

Supongamos e # 0. Sea f, una red en C,(X)

tal que f, e 0. Ahora mostramos que
T(fa) - 0en (Cb(Xv E)rﬁp)'

Sea £ una f,-vecindad en (C,(X,E),By).
Para algin D € D(BX) y alguna h, € By se

tiene que el conjunto W, = {g €

Cp(X, E)ﬁg{ (g 1Ry o)) < 1} ca.

Con estas hy definimos una f3,-vecindad (2,
en C,(X), dada por:

2, =abeo| | | {gecb(X): sup (I9160 1o (1)

DED(BX)
1 }
<—
llell

Bp
Como f, — 0, dada 2, existe a, tal que
fo € 0y paratodo a = «a.

Es decir sup(|}‘;:|(x)|hp(x)|)SL )
el lell

sup (Ifel @l llellhp (O] < 1.
x€EPX

Esto ultimo implica que f, ® e € 2 para todo

@ = a,. Luego T(f,) — 0 en (Cp(X, E), B,).

O

Teorema 3.2 Si C,(X) ® E es denso en
(Cy(X,E), B,), entonces:

1. Para toda p€M,(X,E'),L;(uX E)=2

Cpy(X,E).

2. (C(X,E)B,) = My(X,E).
3. Para F € (Cp(X,E),B,) relacionado con
su correspondiente y € M, (X, E"), se tiene

que F(f) = u(f), paratoda f € C, (X, E).

Demostracion:

1. Sea p€ M,(X,E"). Por (Vielma,[11
Teorema 2.8]) se tiene que |u|€
M,(X). De la seccion 1, M,(X) S
My;(X) y por tanto |u| induce el
espacio seminormado (Ly, || (IIf1D)-
Sea f € C,(X,E). Por hipétesis existe
unared f, € C,(X) Q E tal que f, = f
en (C,(X,E),B,), con lo cual f, —
f - 0en(Cp(X,E),By).

Del Teorema 3.1 ||f,—fll—=0 en
(Co(X).B,) 'y por tanto |ul(llfy =
fl) = 0. Esto implica que f, = f en
el espacio seminormado
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(»C1.|M|(||f||)) y de lo expuesto en la
Seccidn 2, €, (X) @ E es denso en este
espacio. De esto se tiene que f € L;.
Sea p € M,(X,E"). Por la parte (1) se
tiene que ;1; esta definida para toda
f € Cp(X,E). Sea F, la restriccion de
2: sobre Cp(X,E). Sea una red
fa—0 en (Cb(X,E),ﬁp), por tanto
lul (£l 0.
Como |A#(f)| < [u(If1D] se tiene que
[Edol-0 asi
F, e (C,(X,E),B,) -
Inversamente, sea F € (Cb(X, E),Bp)’.
Esto implica que F es continuo con la
topologia de la norma sobre C, (X, E).
Para e € E se define la aplicacion
F,:C,(X) > R dada por F,(f)=
F(f ®e). Se afirma que esta
aplicacion es 8, —continua.
En efecto, sea la red f, -0 en
(Cp(X), Bp), por el lema precedente se
tiene que fu®e—-0 en
(Cy(X,E), Bp). De la B, —continuidad
de F se verifica que F(f, ®e) = 0.
Esto prueba que F; es 8, —continua.
Ahora como F, € (Cb(X),ﬂp)' puede
identificarse con una Unica medida
te:Ba’(X) > R€ M,(X) tal que
[|1Fl = lltell, con esto se define una
medida pu € M,(X,E") de la siguiente
forma:
Sea w:Ba*(X) > E' dada por
u(A):E->R tal que pA)(x)=
tx (A).
Es de notar que p(A) es lineal pues
MHyry = Ut Uy Y Hox = Qly. Esto se
deduce dado que Fy .y =F. +F vy
F,, = aF, y de la correspondencia
biunivoca entre F, y py;x,y EE;a €
R.
Para la continuidad de pu(A) se tiene
que:
(D)) = e (A)] = |1l (A)

< lpell = IE |l

< IF Il
Finalmente, se afirma que pu satisface
ser una medida en el sentido de
Schuchat, es decir, la aplicacion
28X, Ba*(X),E) » R es continua
con la topologia de la convergencia
uniforme sobre S(X, Ba*(X),E).
Esto se prueba similarmente al trabajo
realizado por (Fontenot, [2 Teorema
3.13]
De (2) sigue que F € (Co(X,E),B,)’
induce una medida u € M,(X,E").
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Ahora esta medida induce un funcional
@ € (C,(X,E),Bp)'. Se afirma que
F(f) = &(f) paratoda f € C, (X, E).
De la hipotesis es suficiente mostrar la
igualdad en C,(X) @ E para concluir
suigualdad en C, (X, E).

Sea f®eeC,(X)RE. Como
(Lo 1l IFID) contiene a
S(X,Ba*(X),E) ya Cp,(X) ® E como
subespacios  densos, existe una
sucesion {@,} en S(X,Ba*(X),E) tal
que @, = f @ e. De la Seccion 1 se

tiene:
FfQe)=[f®edu=
LEQe)=d(f Qe). O

4. RESULTADOS PREVIOS A LA
REPRESENTACION.

Por (Katsaras, [3 Lema 2.2]), C,(X) Q E es
[|. ]| —denso en C,.(X, E).
Del trabajo realizado por Katsaras en ese mismo
articulo, Lemas 2.1 y 2.3, es conocido que
(Cre (X, ED NI ID" es el espacio M(X,E"). Estos
espacios son isometricamente  isomorfos,
relacionados por:
MX,E)3uw @, €Cc(X,E);,(h) =
fX hdy; Para h € C,.(X,E).
De la Seccion 1, B(X, Ba*(X), E) es la clausura
de S(X,Ba*(X),E) en el espacio de las
funciones acotadas de X en E provisto de la
topologia de la convergencia uniforme.
Se define la aplicacion m: B(X,Ba*(X),E) =
Cre(X, E)",
g~ n(g) tal que n(g)(cbu) = fng,u; para
1 e MX,E).
Se afirma que m esta bien definida, es decir,
n(g) € C..(X,E)". En efecto:
»  Sean y,py, 1y € M(X,E") yseaa € R.
T[(g)(d)lh + d)ﬂz) = n(g)(d)ﬂl"'llz)
= fxg duy + p2)
= fxg duy + fxg dus,
= ”(9)(‘1)#1) + n(g)(d)ﬂz)'
m(g)(a®,) = 1(g)(Puy) =[, gd(aw)
=a [ gdp = an(g)(d,).
Esto prueba la linealidad de m(g) en
Cre(X, E)'.
= Sean @, — 0 una sucesion en C..(X,E)" y
sea Uy EM(X,E') la medida que
identifica a @,.

I7(9)(@,)] = | [ gie] < [ Nolaticl
X b'e
< llglleolpe | (X)
= l1glleol|Pell = 0
Esto prueba la continuidad de m(g) en

C,.(X,E).
7 es lineal por la linealidad de la integral.
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7 es continua: sea g € B(X, Ba*(X),E).
[n(@)(@)| = |, 9du| < [ llglldlul <
19 lco]| @, || Luego,
ol < gl

ol
respecto a pu € M(X,E'), se sigue
Il < llgllo.  Esto prueba la
continuidad de 7.
Sea L(E,F'") el espacio de los operadores
lineales y continuos de E en F". Sea
m:Ba*(X) » L(E,F'") una  funcion
conjunto.
Para cada y' € F', sea my,: Ba”(X) - E’
definida por mys(4)(e) = m(A)(e)(¥"),
para todo A € Ba*(X) y paratodo e € E.
Sea  mi(4) = supllZi, m(4) ()l
donde el supremo es tomado sobre todas
las Ba*(X) —particiones finitas {4;} de A
y sobre todos los e; € E tales que ||| <
1.
Se denota por M(X,L(E,F'")) el espacio
de todas las medidas finitamente aditivas
m:Ba*(X) » L(E,F'") tales que:
my, € M(X,E") paracaday € F'.
m(X) < oo,
Se afirma que
fii(A) = sup{|m,/|(A); lly'll < 1};  para
todo A € Ba*(X). En efecto,

n

Tomando  supremo

sup sup z m(4;)(e;)
llegll<1 {4} =1 F
n
= sup sup sup Zm(Ai)(ei) o)
lleills1 A} lly’lIs1 =
n
= sup sup sup Zmy'(Ai)(ei)
lledlis1 (ag) Iy lis1 | &2
= Sup |my1|(A).
llyrlls1

Por otra parte, se define el subespacio de
las medidas
M, (X, L(E,F"))
={me MX,LEF")/m,
€ M, (X,E"); V.
EF'}.
Sea T: C, (X, E) — F un operador lineal
y norma-continuo. Para TICTC(X'E) se
definen:
(TICTC(X,E))’: F' - C.(X,E) dado por
f v foTle,xe f EF'.
(Tle,oxpy) : Cre(X, E)" = F" - dado
por g = gO(Tlc,-C(X,E))’;g € Cc(X,E)".
Para cada A € Ba"(X) y cada e €EE, se
define

m(A)(e) = ((Tle,.c0m) o) s ® €)
Es de notar que m(A4)(e) es un elemento
de F". Ademas:
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m(A) es una aplicacion lineal de E en F"'
por construccion.

m(A) es una aplicacién continua de E en
F".

Ve €E,|m(A)(e)| = |(T om)(xa €|
<||IT"on||llxa ® ell.,
= ||T"ox||llell.

En el siguiente teorema se muestra que m
es un elemento de M (X, L(E, F'")).

Teorema 4.1 Sea T: C,(X,E) = F un operador
lineal y norma-continuo. Sea
m:Ba*(X) - L(E,F'")

A m(A):E » F"

e = m(A)(e)

Entonces m es un elemento de M (X, L(E,F"))
y se denomina la medida representacion de T.

Demostracion:
A lo largo de la demostracion, se denotard

(T|Crc(x,E))” por T".

l.

m es finitamente aditiva.
Sean A,,A, € Ba* conjuntos disjuntos y
sea e € E, entonces m(4; UA4,)(e) =
(T"om) (()(Al + Xa,) ® e)
= (1" om)(xa, ® €)
+ (T”orr)()(A2 X e)
= m(4;)(e)
+m(A;)(e)
= (m(4;) + m(4z))(e).
Luego m(4; U 4,) = m(4,) + m(4,).
m es una medida en el sentido de
Schuchat (Seccion 1)
Hay que mostrar que la aplicacion
Am : S(X,Ba*(X),E) » F"" que induce
m y dada por Ay (Ziixs, ® €)=
~.m(4;)(e;), es continua con la
topologia de la convergencia uniforme
sobre S(X, Ba*(X),E)

En este caso, dado que T" o es lineal y
norma-continuo, se tiene que:

Am (Z?:1XAi ® el-) =

> o, ®er) =

4

om) (Y xa®e)

Esto prueba que 4, = T"om y por tanto
Am €s norma-continua.
my, € M(X,E"), paratodo y' € F'.
En la Seccion 1, se definio el conjunto
M(X,E").Seay’ € F'.
= my, es funcion conjunto de Ba*(X)
en E":
Sean A € Ba*(X) ysean ey, e, € E.
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my, (A) (e, +e;) = m(A) (e, +
)W) =T"om)(x a ® (e1 +
e))(")

= (T"om)(xa ® €1 + Xa

® e2)(¥)

= ((THOH)(XA ®Qe)+
(T"om)(xa @ €2)))
=(T"om)(xa ® e)(Y) +
(T"om) (s ® €2)(¥")
=m(4)(e)(y') + m(4A)(ex)(¥")

=m, (A)(e1) + my,(A)(ez)

Seae € Eyseaa € R.
myr(4)(ae) = m(4)(ae)(y')
= (T"om)(xa ® (ae))(¥")
=a(T"om)(xa @ )"
= am(4)(e)(y") = am,(4)(e).
Esto prueba la linealidad de
my/ (A)
Para la continuidad se tiene que
|m,,(A)(e)|
= |(T"om)(xa ® &) (")l
< I(T" o) (xa
® e)llxlly'll
< IT"llzllelllly |l -
Tomando K = [|T"”|ll|z[||ly'll >0
se prueba la continuidad de m

I,

y

Si [ly’ll = 0, entonces m,r es la

medida nula y estd en M (X, E").

m, es finitamente aditiva.
Dado que anteriormente se mostrd
que m es finitamente aditiva, se

verifica que m,,/ también lo es.

m, es medida.
Por lo expuesto en la Seccion 1,
cuando E es normado se cumple

que myr es medida si y solo si

n
supz ||myr(Al-)|| < oo, donde
i=1
el supremo recorre todas las
Ba* —particiones finitas {4;} de X;
.7 n
también  sup Y. [lm,, (4)]| =
supl Z?zlmy,(Ai)(ei)L donde este
ultimo supremo es tomado sobre
todas las Ba® —particiones finitas
{A4;} de X y sobre todos los e; € E
tales que ||e;|| < 1.
Ahora se muestra que
n
sup| X1, my (A (e)] < oo.

Zmyr(Ai)(e,-)| = > mAdE) 0
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= <Zn: m(t‘h)(ﬁ)) o"
= i((ﬂcrc(x,ls))”o”) (X4, ® )"
= |(T"om) <Zn:(XAi ® 9z)> o
T"om <i(ui ® el-)>

i=1

< IT"omlllly’ll

IA

lly”ll

1

Esta ultima expresion se obtiene
del hecho que T''om es lineal y
norma-continuo; Y, que

ZZI(XAL' ® el-) | <1

Como esto es valido para cualquier
particién finita de X y toda
coleccion {e;} con |le;l| <1, se
concluye que

sup| X7 my, (A7) ()] < .

= my.€M(X), para todo
ee€kE.

Por definicion, my,.(4) =
m(A)(e)(y"), para todo A€
Ba*(X). De lo visto anteriormente
My, .(A) estd en Ry my,, es
finitamente aditiva.

Esto prueba que m,,, es una
funciéon  conjunto  finitamente
aditiva de Ba*(X) en R.

Para mostrar que m,, , € M(X), se
muestra que my,, induce un
funcional lineal continuo sobre

(€ O, 111D

En efecto, sea ¢(f) = fX fdmy,.;
para cada f € C,(X). Sea la
sucesion f, = 0en (C,(X), |- 1),
luego:

[p(f)l = |ffa dmyl,e
X
< [ Wedam,.

< Ifelle [ dlmy|
X
= ”fa”oolmyl,el(X) - 0

. m(X) < oo.

De las definiciones dadas, sigue que:

mX) = sup |my,|(X). Sea y' € F' fijo
llyrli<1

tal que ||y'|| < 1.
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)

n

[my |00 = sup | mys (4 @)
i=

donde el supremo recorre todas las

particiones finitas {4;} de X y todos los
e; € E tal que |le;]| < 1.
n

Z my’ (Ai)(el-) = i m(Al)(eL)(}")

i=1 i=1

= (i m(z‘h)(ﬁ-)) o1
i=1

= (i(T”oT[)(XAi ® ei)) (}”)
i=1

= [(T"om) (Zn: Xa;, ® ez) "

i=1
(T"om) (i Xa; @ ei>
i=1

IT" ol

IN

yll

F

IA

Como esto es valido para cualquier particion
finita de X y cualquier coleccion {e;}, con
lle;ll < 1,entonces es véalido para el
supremo y por tanto i(X) < oo. O

Previo a demostrar el siguiente teorema, es
necesario recordar que:

Si feCl,(X), f es Baire-medible

(Wheeler,[12p. 108]).

Para u, una medida positiva, se verifica

que:

a. Si0<f <g, donde g es integrable
respecto a uy f es medible, entonces
f también es integrable respecto a
u (Berberian, [1 p. 78 Teorema 1]).

b. Si f>=0 es integrable, entonces
J fdu = sup [, pdu, donde ¢ varia
sobre todas las funciones simples
tales que 0 < ¢ < f (Berberian, p.
80 Ejercicio 2]).

Si pu € M,(X,E") € Ms(X,E’"), induce un

funcional lineal continuo ;1;: Ly - R que

verifica |2 <p(f) = ul*(IFI), para
toda f € £L;. Ademas B(X,Ba*(X),E) es
subconjunto de £, y cuando la seminorma
p esta dada por |u|, £, contiene a C,(X) ®
E yaS(X,Ba*(X),E) como subespacios
densos (Seccion 2).

Si u€eM,(X,E'), entonces |u|€
M,(X)(Vielma, [11 Teorema 2.8]) y esta
|ul se corresponde con un funcional
@\ Bp —continuo sobre Cp,(X) (Wheeler,
[12 Teorema 11.8]).

Si Cp(X) ® E es B, —denso en C, (X, E),
entonces (C,(X, E),,Bp)' se identifica con
M, (X,E"). Por tanto cada u € M,,(X,E")
induce un funcional @, f, —continuo



sobre Cp(X,E); ademas, C,(X,E)c
Ly(u,X,E) (Teorema 3.2).

Definicion 4.1 Sea M subconjunto de
M,(X,E") tal que sgle[lul(X) < oo. Se dice que
u

M satisface la condicién C,, si para toda
funcién f de X en un espacio métrico separable
Y y para todo € > 0 existe un compacto K € Y
tal que sup|u|(X — f~1(K)) <e.

HEM

Teorema 4.2 Si C,(X) @ E es f, —denso en
Cp(X,E) y 1 € My(X,E"), entonces para todo
A € Ba*(X),

1. El funcional @®4:C,.(X,E) » R definido
por @,4(h) = [, hdy, es
Bplc,ex,py —continuo y  puede  ser
extendido a un unico funcional lineal
By —continuo  ®,:C,(X,E) > R, y se
escribira
[, f dit = B,(f); para f € Cy(X, E)

2. |[,f dul < [,lIflld|ul; para f € Cy(X, E).

Demostracion:

1. Para A€Ba*"(X),ueM,(X,E") y
h € C..(X,E), se define

. m

[yhdu:= lim 37 u(A)(hGx)),
donde P = {A;} es Ba"(X) —particion
de Ay x; € A; (Katsaras, [3 p. 14-15]).

Similar a lo realizado en el Lema 2.1, se
obtiene | [, hdu| < [,IIAlld|ul.

Sea una red h, en C,..(X,E) tal que
.3p|Crc(XrE)
hy - 0, Entonces

|@a(he)| = |fhadu < fllhalldlul
A A
< fnhandlul

X
= @1 (lhglD.
Por la 8, —continuidad de ¢y, y dado

que ||l ﬁ—>p 0 en Cp(X) (Teorema
3.1), se concluye la 8, —continuidad de
®, sobre C,. (X, E).
Dado que C,(X) @ E € C,.(X,E) y de
la  hipétesis, se concluye Ila
Bp —densidad  de G (X,E) en
C,(X,E). Por tanto, &, puede ser
extendido de manera Unica a un
funcional lineal f, —continuo sobre
Cy (X, E) denotado por @,.

2. Sea fe€C,(X,E) y sea h, en

14
Crc(X,E) tal que h, = f, entonces

he —f 5 0. Con esto sigue que

hlldlul — d
L” ldul fAnfn Iul|

- f lhgll - IIfII)dIuI|
< f| gl = I 1l
sflnhau— £ N dlul

b
= ¢ UllRell = 1IFNID) — 0
De aqui [,lIflld|ul = lim [, lIkalld|u].
De la parte (1) sigue que:
Ba(f) = @5 (limhy) = lim b, (hy).
a a
Por tanto,

ffd,u = lim|fhady|
A * |Ja

<lim [ [lhglldlul =

a

LIfldlul. o
Definicion 4.2 Sea A€Ba*(X),me
M(X,L(E,F"))y hE€C(X,E). Se define
J,hdm = ml(};’)’l . o m(A)(h(x)), donde
P = {A;} es Ba*(X) —particidbn de A y x; € A;.

Cabe resaltar que como F" es Banach,

nuevamente Katsaras garantiza la existencia del
limite referido en esta definicion.

Teorema 4.3 Si C,(X) @ E es ff, —denso en
Co(X,E),u € My(X,L(E,F")) y el conjunto
{#y’: y' € F’} satisface la condicion (Cp),
entonces para todo A € Ba*(X),

1. El funcional S,:C,.(X,E) = F'" definido
por Sa(h) = [, hdp, es
(Bplcyex.ey - llgr) —continuo y puede ser
extendido a un unico funcional lineal
(B, II. llr+) —continuo Si:C(X,E) >
F", y se escribira fAfd,u = S,(f); para
fec,(X,E).

2. Para cada y' €F, (fAf du)(y") =
S, f duyr: para f € Cy(X, E).

Demostracion:

1. Es de notar que [ hdu € F". De la
definicion precedente, para y' € F',

(e

n

= lim Zy(Ai)(h(xi))()”)

u(P)—0 4
i=1
n
- ng;gozl iy (A)(h)
— [ hdy @
A

Por hipétesis el conjunto {uyr:y’ € F’}
satisface la condicion (C,) y de
(Nowak, [5 Lema 4]) sigue que el
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{¢)|”y,|:y’ € F’} es
Bp —equicontinuo.
Dado ¢ > 0 existe una f3, —vecindad V

en C,(X) tal que |¢>|uy,|(f)| < g, para
cadaf €V ycaday' € F'.
Sea ahora una red h, en C,.(X,E) tal

Bp|Crc(X.E)
que h, - 0.

conjunto

Entonces

[| Al 12 0 en C,(X).Esto implica que
para V existe ag tal que |lh.|| €V,
siempre que @ = .

Paray’ € F' y empleando(§) se tiene

15, (he) )] = |( f hadu) 00
A

| hatiy| < [ Inelidlny |

A A

< [ Mhalialuy |
X

= ¢|M ,|(”h“”) < gparatodo a = g
Y

Tomando supremo sobre |[|y'|| <1
sigue que [|Sa(hy)ll <& para todo
a = a.

Esto prueba que Sa es

(ﬂplcrc(x,E), [I. ”F”) —continuo.

Similar que en la prueba del teorema
anterior, Cr.(X,E) es f, —denso en
C,(X,E) y por tanto S, se extiende de
manera Unica a un funcional lineal

(Bp, [l ||p”) —continuo sobre C,(X,E),
denotado por S,.

Sea f € C,(X,E) y sea {h,} una red

en C,.(X, E) tal que h, 3 f
Por la parte (1) [, fdu = lim [, hedpu .

a
De aqui y por (&), paracaday’ € F’,

( f fdu) o)
= lim (( | hudu> (y'))
= li;n <Lhaduy/> = Lfd,uy/.

Donde la dltima igualdad es
consecuencia del teorema anterior.

O

Lema 4.1 Si C,(X) ® E es (3, —denso en
C,(X,E),u € M,(X,L(E,F")) y el conjunto
{yyr:y’ EF, Y|l < 1} satisface la condicién
(Cp), entonces para todo A € Ba"(X),

1.

|l‘y’|(A)

= sup{|[, fduy|:f € C,(X,ED, IIfIl < 1}.

= sup{|[, hdp,'|:h € C,(X) ® E, ||n]| < 1}.
a4

- sup{ fA fdu

= sup {||f, hdu|

f € G, E),IIf < 1}

th € C(X) ®E, || < 1}-

a

F!

Demostracion:

1.
= sup{|[, fdu, |- f € C,(X B, IIfIl <

1} < |/"y’|(A)'

Sea A € Ba*(X), sea f € C,(X,E) tal
que |Ifl<1. Sea y'€F' tal que
[l¥'Il < 1. Del teorema 4.2 sigue que:

[ rauy| < [ Uftldliy | < Juy |0
A A

Tomando supremo sobre ||f]l <1 se
obtiene la desigualdad.

|1y |(A) < sup{|[, fdu,|:f €
Cy (X B, IIfIl < 1}

Por la definicion de | ,uyf|(A), dadoe >0
existe una Ba*(X) —particion {4;} de A
y una coleccion {e;} con e; EE, ||| <
1, tal que

il <[ e

n
&
|Zi=1 Hy',ei(Ai)| + 3
Como |”Y'.ei| € M(X), de la regularidad

de estas medidas existen zero sets

|:uy’,ei|(Ai) <

|ty 120 + (a)

Por cada i, j, se escogen (Wheeler, [12 p.

115]; Fontenot, [2 p. 852]):

=  Cozeros disjuntos D; con Z; € D; y
|ty e | (D= 2) < £ (b)

=  Funciones f; continuas de X en R
tales 0<f,<1,fi=1 en Z; y
fi=0enX—D,.

Con esto se define h = Y-, f; @ e;. Se

verifica que h € C,(X) Q Ey ||h]| < 1.

Ademas,

n
fAh d”y! = Zi:l fAfl ® eidl‘ty' =
n
Z- fA fidhy' e,
=1
n
= Zi_lfAnDifidMy"ei'
- n
Z' .uy’,ei(Ai)l =
i=1
n n
|z ”y’,ei(Ai) - Z :uy’,ei(Zi) +
nl.=1 i=1
Z. Hy'ei(Zi) =
i=1

n
D oo fiity + i

+i=
3

Z; € A; tales que

Por otra parte,



n
= |Z 1ﬂy’,ei(Ai - Zi)| +

i=

n

|Zi—l fzifid“y',ei - fAnDifidnuy',ei
”A hd”y'l'

n
< Z 1|:uy’,ei|(Ai - Zl) +

i=

n
Zizllﬂy’_eil(Di _ZL) + |fA hd‘uy,l

< S+ 5+ [, hduy|, por (a) y (b).
Luego, |uyr|(A) <&+ |fA hd,uyr|.
Como ¢ fue arbitrario se obtiene

iy ) <| [
A

sup{Uhduy: :h € Cy(X) @ E, I
A

< 1},

Ademas,

sup{| [, hdp,|:h € C,(X) ®

E,lIll < 1} < sup{|[, fdu,|:f €

¢y (X, ED, IfIl < 1.

Esto completa la prueba de la igualdad

de ambos supremos.
Sea A € Ba*(X). De lo expuesto en la
Seccion 4, es conocido que [(A) =
sup{|y | (; 11l < 1}.
Del item anterior y por el
precedente, se tiene que [I(A)
= sup{|f, fduy|: f € X EX IIfIl <
Lly'll < 1}
= sup{|[, hdp,|:h € C,(X) @ E, ||h|| <
Lly'll <1}
= sup{|(Jf, fa) O)]: f € Co (X, ED; If Il <
Llly'll < 1}
= sup{|(f, hdp) 7")|: h € C,(X) @ E, |Ih]l <
L ly'll < 1}
= sup{|lf, faull ,.: f € CCLEX IfIl < 1)
= sup{||[, hdull ,:h € C,(0 @ E, Ikl < 1}

O

+

<

teorema

5. TEOREMA DE
REPRESENTACION

En esta seccion se dan condiciones para
representar un operador lineal continuo sobre el
espacio C,(X,E) provisto de la topologia
estricta f3,, en un espacio normado F.

Lema
Cp(X,E) y sea F un espacio normado.

51 Sea (,(X)®E S, —denso en
Sea S:C,.(X,E) = F un operador lineal
(ﬁp, Il ||) —continuo. Se definen:

» ip:F > F'como el embebimiento

candnico dado por i(Y)(y) =y'(¥) y
jriip(F) = F lainversa de i.
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= SUF 5 (G X, E),ﬁp)' dado por
f v foS;f € F', considerando en F' y
en (CrC(X,E),ﬁp)’la topologia de la
norma.

= 570 = ((Cre LB B) NI ) = B
dado por gr—goS';g€ecC,
considerando en C y en F"' la topologia
de la norma.

* mB(X,Ba*(X),E) - C, la aplicacion
g n(g) dada por m(g)(P,) =
Jegdu; con p€M,(X,E) y @, el
funcional By, —continuo
C,.(X,E) que se identifica con .

= m como medida representacion de S,
tal como en el teorema 4.1 pues
By < |I.1| (Vielma, [11 Teorema 2.9]).

Entonces la aplicacion
S"om: B(X,Ba*(X),E) — F" verifica que:

1. S"om(g)=[,gdm; para g€
B(X,Ba*(X),E).

2. Para cada y' € F',(§"om)(g)(y") =
J, g dmys; para g € B(X,Ba*(X),E).

3. (8"om)(Cre(X,E)) S ip(F)

sobre

S(h) =jp(thdm); para he
Cre(X,E).
5. Para cada y' €F,y'(S(h)) =

Jyhdmy; para h € Cp..(X, E).
Demostracion:
Por hipotesis se deduce que C,.(X,E) es

pp —denso en Cp(X,E) y por tanto
(C.X,E),B,) = (Co(X,E),B,). Por el
teorema 3.2 se concluye que

(Ce(X,E), By) = My(X, E").
1. Para g € B(X,Ba"(X),E) existe una

sucesion de funciones simples {(pn =

Nn
XAin®ei,n} que la alcanza.
=170

Puesto que S”om y la integral son
operadores  lineales y continuos,

(§"om)(g) = lim (S"om) () =

Nn
limz (S”on)(xAm ® ei,n)
n i=1 '
Nn
= li}inz m(4;,)(ein)
1

i=
=limf <pndm=fgdm.
noJx X
2. Seag€B(X,Ba*(X),E)yy' €F'.
Sigue que (S"om)(g) = S”(n(g))

m(g)oS'.
$"om)(@)(¥")

Por tanto,
((9)oSH(Y) = m(g)(S'(Y)) =
m(9)(y'0S).
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Puesto que y'oS € (CrC(X,E),Bp)’se
identifica con  pyioc € My (X, E),
("0 DV = fygdityes. (¥
Ahora se muestra que u,r,s = m,s. En
efecto, sea A € Ba*(X) y e € E. Dado
que m es la medida de representacion
de S y de (*), se tiene que
my(4)(e) = m(A)(e)(y")
=($"om)(a @ e)(y")

— [ 24 @ e diyros = yrosA@.
8 heC. (X, E), sea la
aplicacion  Ay: (CTC(X, E), ﬁp)' - R
dada por Ap(®) = ®(h) = [ hdu=
n(h)(®), donde u se identifica con ®.
Esto prueba que A, = m(h).

Por otra parte, para cada y' € F' se
verifica que

(")) &) = (s" (M) &)
= (8,08N(Y") = A (S'(Y))
= A (y'0S) = (y'0S)(h) = y'(S(h))
= iF(S(h))(y’)-

Por tanto, (S”om)(h) € ir(F); para
toda h € C,.(X, E).

Del item anterior y (1), para cada
h € C,.(X,E), sigue que

S = Ji (1(S())

= jr((§"om)(W)) = ji <Lh dm).

Sea h€C,.(X,E),y' €F'. Del item
precedente,

Y (sm) =y’ (;F ( | dm))
=i (,-F < [ dm)) o)
(o

De los items (1) y (2) se concluye que
y'(S() = [,hdmy.

Para cada

Teorema 5.1 Sea C,(X) ® E 8, —denso en
C,(X,E) y sea F un espacio de Banach. Si

T:C,(X,E) > F es un

operador  lineal

(,Bp, Il ||) —continuo, entonces:

La medida representacion m de T es un
elemento de M, (X,L(E, F”)).

2. Bl conjunto {m,:y’ € F',|ly'll <1}
satisface la condicion (Cp).

3. Para cada y € F,y'(T(f)) =
fxf dm,s; para f € Cp(X, E).

4. Para cada f€C,(X,E), [, fdme
ir(F)y T(f) = je ([ f dm).

5. |IT|| = mX).

Demostracion:
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1.

Sea S la restriccion de T en C,.(X, E).
Por (5) del lema precedente, para cada
y' €F,y'(S(h) = th dm,; para
toda h € C..(X,E). De la parte inicial
de la demostracion de este lema
(Cre (X, E)'Bp)’ = Mp(XlE’) y por
tanto m,s € M, (X,E").
Sea  H={y'oT;y" € Filly'll < 1}
Notar que H es un conjunto de
funcionales sobre
Cy(X,E) f, —equicontinuo. En efecto,
para €¢>0 sea la bola B, en F,
centrada en 0 y radio & Por la
continuidad de T, existe wuna
B, —vecindad V en C,(X, E) tal que si
f €V, entonces T(f) € B,.
Esto implica que (y'oT)(f) =
Yy (TE) <y TN <e,  para
toda f € V y para todo y' con |ly'[| <
1. Luego H es 3, —equicontinuo y por
tanto es acotado en norma.
Por otra parte, cada uno de estos
funcionales se identifica con una
medida pyr,r en My(X,E') y por
(Nowak, [5 Lema 4]) el conjunto de
estas medidas {,uyroT;y’ eEF;y'll <
1} satisface la condicion (Cp).
De la parte (1) se tiene que pyr,r =
my/.
Sea f € C,(X,E) y sea h, una red en
Crc(X,E) que S8, —converge a f. Para
cada y' € F'se tiene que y'oT es
By —continuo 'y por (5) del lema
precedente, 'oT)() =
lim (y'oT)(hg) = lim [, hedm,,r .

a a
Por el Teorema 4.2 se concluye que
O'oT)(f) = [, f dmy.
Por (1) y (3) del lema precedente, se
tiene que para toda
h € C.c(X,E), [, h dm € ip(F). Por el
Teorema 4.3 se concluye que
J,fdm€ip(F), para toda f€
C,(X,E), pues ip(F) es Banach y el
funcional extendido preserva la imagen
del funcional original.
Por (4) del lema anterior, T(h) =
je(f,hdm). Sea f € C,(X,E) y sea
he una red en C..(X,E) que
Bp —converge a f. Como T es
Bp —continuo,



T(f) = limT(hq)

=limjp<fha dm)
@ X
=jp(li;n fha dm)
=jF<-Lf dm).

5. Por definicion, ||T|| = sup |[T(H|
donde el supremo recorre todas las
funciones f € C,(X,E) tal que
lIfll < 1.

Del item precedente, |[T(f)| =
i (S, £ dm)|| = IS, £ dm]-
Aplicando supremo y del Lema 4.1, se
obtiene que ||T|| = M (X).

6. CONCLUSIONES

Para cada conjunto distinguido D € X —
X, se define una topologia localmente
convexa sobre C,(X,E), generada por la
familia de seminormas f = ||f]|,,, donde
hp es una funcion real-valuada sobre SX
que se desvanece en el infinito y se anula
enD.

La topologia perfecta 8, es la topologia
limite inductivo de las topologias fp
cuando D recorre la coleccion de todos los
conjuntos distinguidos de fX — X.

Bajo la hipotesis que C,(X) ® E es
By —denso en C,(X,E), se tiene que
(¢, (x, E),ﬂp)' es el espacio de medidas
perfectas M, (X,E'). Ademis C,(X) ®
EcCC.X,E) y por tanto C..(X,E)
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también es S, —denso en C,(X,E). De
aqui que (G (X, E),ﬂp)’ =
M, (X,E") para el caso presentado, con E
espacio normado.

Dado un operador lineal norma-continuo,
de C,(X,E) en un espacio normado F, es
posible  construir una medida de
representaciéon. Se mostraron algunas
propiedades que poseen estas medidas y
luego se dieron las condiciones para
representar un  operador 8, —norma
continuo con F espacio de Banach.

La representacion de operadores se basa en
la dualidad entre C,.(X,E) y M(X,E")
mostrada en (Katsaras, [3]). De hecho, el
trabajo de (Nowak, [5]) parte de
operadores sobre C,.(X,E) que luego son
extendidos a C, (X, E) bajo la hipdtesis de
que C,(X) ® E es B, —denso en Cp, (X, E).
La densidad garantiza que la extension sea
unica.

Un resultado clave obtenido por (Vielma,
[11]) el cual es la dualidad entre M, (X, E")

y (Co(X,E),B,) fue utilizado en la
representacion descrita. Gracias a este
trabajo fue posible extender la teoria de
representacion  sobre C,.(X,E) al caso
B, —continuo sobre Cp, (X, E).

Otros estudios de representacion de
operadores lineales continuos podrian
realizarse, considerando un caso mas
general con los espacios E y F localmente
CONvexos.

resulta
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