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Resumen: La presente investigacion muestra el detalle de los calculos obtenidos para una parte de la deduccion de una de las
ecuaciones mds importantes de la actualidad en las Matematicas, la ecuacion de los cientificos holandeses Diederick Johannes
Korteweg y Gustav De Vries (KdV), llamada asi en honor a estos destacados matematicos. Esta deduccion fué publicada en el afio
1895 por la revista “Philosophical Magazine and Journal of Science” en Londres; la misma que con este trabajo venian a
formalizar un hecho que se habia puesto de manifiesto algunos afios antes con un modelo matemdtico de ondas de agua sobre
superficies poco profundas, conocidas como Solitones. Los Solitones tienen como principales caracteristicas de que son ondas de
gran amplitud cuya velocidad de propagacion depende de su amplitud en contraposicion a las ondas lineales, son dispersivas pero
a su vez preservan su_forma, son ondas de tipo onda solitaria, interactian entre si o con obstdaculos finitos de tal manera que luego
de la interaccion recuperan totalmente sus propiedades previas a la interaccion salvo cambios de fase.

En la parte inicial de la investigacion realizada, se presenta una introduccion historica sobre el origen de este fenomeno fisico
ocurrido en un canal de Escocia por Scott Russell; luego se deduce la variacion del nivel del agua con respecto al tiempo, lo cual
origina una ecuacion diferencial parcial que permitira encontrar la solucion de la misma, para demostrar esta formula se empieza
con la suposicion de que las velocidades horizontal y vertical U y V del fluido pueden ser expresadas por series rapidamente
convergentes. Finalmente, se determina la solucion de la ecuacion en la recta para ondas estacionarias, para esto se realiza el
andlisis de diferentes escenarios que podrian considerarse en la ecuacion KdV, ademds para esta ecuacion se emplean funciones
elipticas que pueden ser vistas como una generalizacion de las funciones trigonométricas conocidas.

PALABRAS CLAVES: Ondas Dispersivas, Soliton, Series Rapidamente Convergentes, Funciones elipticas

Abstract: The present investigation it shows the detail of the calculations obtained for a part of the deduction of one of the most
important equations of the current importance in the Mathematics, the equation of the Dutch scientists Diederick Johannes
Korteweg and Gustav De Vries (KdV), call like that in honor to these out-standing mathematicians. This deduction was published in
the year 1895 by the magazine " Philosophical Magazine and Journal of Science " in London; the same one that with this work they
were coming to formalize a fact that had been revealed some years before by a mathematical model of water waves on slightly deep
surfaces known as Solitons. The Solitons have as principal characteristics of which they are waves of great extent which speed of
spread depends on his extent in contraposition to the linear waves, are dispersives but in turn they preserve his form, are waves of
type solitary wave, interact between them or with finite obstacles in such a way that after the interaction they recover totally his
properties before the interaction except phase changes. In the initial part of the realized investigation, one presents a historical
introduction on the origin of this physical phenomenon happened in a channel of Scotland for Scott Russell; then there deduces the
variation of the level of the water with regard to the time, which originates a differential partial equation that will allow to find the
solution of the same one, to demonstrate this formula it is begun by the supposition of which the speeds horizontal and vertical and
of the fluid they can be expressed by rapidly convergent series. Finally, the solution of the equation decides in the straight line for
stationary waves, for this there is realized the analysis of different scenes that might be considered in the equation KdV, in addition
for this equation there are used elliptical functions that can be seen as a generalization of the trigonometrical known functions.
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1. INTRODUCCION Los solitones tienen como principales
caracteristicas que los definen: son ondas de

La formalizacion de la ecuaciéon KdV se debe gran amplitud cuya velocidad de propagacion

precisamente a los cientificos holandeses
Diederick Johannes Korteweg y Gustav De
Vries quienes en 1895 derivaron la ecuacion que
describia la propagacion de ondas en la
superficie de un canal de aguas poco profundas
(Korteweg y De Vries, 1895). Con este trabajo
venian a formalizar un hecho que se habia
puesto de manifiesto algunos afios antes en un
canal de Escocia por John Scott Russell
(Russell, 1844); este ultimo solo habia logrado
inferir la expresion de forma de la onda (soliton)
sin llegar a la ecuacién matematica que
modelaba el fendmeno.
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depende de su amplitud en contraposicion a las
ondas lineales, son dispersivas pero a su vez
preservan su forma, son ondas de tipo onda
solitaria, interactiian entre si o con obstaculos
finitos de tal manera que luego de la interaccion
recuperan totalmente sus propiedades previas a
la interaccion salvo cambios de fase.

La presencia de soluciones tipo soliton en la
ecuacion de KdV se puede interpretar como el
balance entre la contribuciéon del término no
lineal de la misma y el correspondiente al efecto
dispersivo, de tal manera que entre cllos se
establece un balance que da a lugar a estructuras
de marcada persistencia que son precisamente
dicho tipo de soluciones.
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Korteweg y de Vries han investigado Ila
deformacion de un sistema de ondas de forma
arbitraria pero que se mueven en una sola
direccion.  Si  /+71  (nmuy pequefio)
representa la elevacion de la superficie por
encima del fondo a una distancia x desde el

origen de coordenadas, entonces se deduce la
ecuacion:

2
o —n +2a77+ O'a—n
on 3 \/g 20 37T 3
or 2\ ox
Donde:
« .Constante Arbitraria
1, Tl
o =—1"——, donde:
Prg

[ : Profundidad del liquido

T :Tension superficial del liquido
0 : Densidad del liquido

g : Gravedad
, on .
Suponiendo que 8_ =0 (condicion para
t

ondas estacionarias) se tiene que:

n= hsecthJi
4o

Esto ultimo representa la ecuacion de la onda
solitaria, que es un caso particular de solucion.

Luego, otro tipo de solucion se puede detectar
para ondas estacionarias, ahora la forma de la
onda de la superficie estd determinada por la
ecuacion:

n:hcn2x1/h+k mod.M = o
4o h+k

A continuacion se muestran los calculos
realizados para obtener los diferentes resultados.

. d
2. LA FORMULA PARA n .

dt

Para demostrar esta formula se empieza con la
suposicion de que las velocidades horizontal y
vertical ¢4 y v del fluido pueden ser expresadas

por series rapidamente convergentes de la
forma:

u=f+yf, +y"fo ()
V= +y2¢2 +..(2)

Donde y representa la altura de la particula
sobre el fondo del canal, y

f,fl,fz,...¢1,¢2,... son funciones de x y f.

Esto implica que v|,—y=0; es decir, la velocidad
normal en el fondo es cero.

Desde wuna de estas condiciones, la
incompresibilidad del liquido, la cual puede ser

u Ov
expresada por —+—=0 (3), se puede
ox oy
. 1 a.f;z—l . .
deducir que @ =————— de la siguiente
n Ox

manera:
A partir de las expresiones:

u=f+yf,+y°fo+
v=yd +y’e, +

Derivando # con respecto a X y V con
respecto a y , tenemos:

u_ o, O, a0,
ox

ox Ox Ty ox

ov
—¢1 +2y¢2 +3y ¢3
oy

Esto tltimo lo remplazamos en (3) y tenemos:
@+@:g+y%+yz fz
ox oy Ox ox

Agrupando términos semejantes y factorizando:

(gf+¢1j+){af] +2¢2j+y (afz +3¢3)

De ahi que:
L0 L
j1+2¢2—0—>¢2— ;%
af2+3¢3—0 >@, =— 3%
Generalizando :
af”1+n¢ =0->¢ = l%

ox n ox

ot P +2yh, +3y Py +
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De la misma manera, debido a la ausencia de
rotacion del fluido (irrotacional), lo cual es

ov
expresado por — ——=0 (4), se puede
oy Ox
deducir que f, =0;
0 0’
Sy :l = — : f';z de la
n ox n(n—1) ox

siguiente manera:
A partir de las expresiones:

u=f+y,+y°f, +..
vV=yg +y2¢2 +...

Derivando # con respecto a ) y V con

respecto a X , tenemos:

ou

— =1, +2yf, +3V° 15 +...

oy

ov 5¢1 2a¢2 3a¢3
—= + + +...
ox Y ox Y ox Y ox

Esto ultimo lo remplazamos en (4) y tenemos:

ou ov

——— =42, +3) i + ...
oy Ox

op, P o0, _ ) o, _ -0

Oox Oox ox

Agrupando términos semejantes y factorizando:

ey

- - 2 - o) 3 0 3
fl +y[2fz —%wa/ (3\1‘3—%)4')/ (4f4_6_¢v)+m:0

De ahi que:
fi=0
2f2—%=0—>f2=%%
3ﬂ-%%=0+ﬁ:§%%
4f4—%=0—>f4=%%
Generalizando :
”fn—%=0—>fn=%%

36

10
Ademas, ya que ¢n :——E, entonces
n ox
2
0,1 = L 2 f"2‘2 .Y por lo tanto:
ox n—1 0ox
i 104, 1 f,
" n ox n(n—1) ox?
A partir de la relacion
1 a2]611—2
=— ———=, tenemos que:
% n(n—1) ox’ !
fi=0
10°
Hh=—= {
2 Ox
1 o
fe Tk
2-3 ox
foo 1 0°f, 1 8'f
Y34 234¢
1 0°f.
fommgaaa e
4.5 ox
P 1 a'f, 1 o°f
5.6 a7 2:3-4:5.6 &°
Generalizando
0 ;n_es _impar
Ju= (—l)gla S ;n_es  par
n! ox"
Asimismo, a partir de la relacion
1
¢n =—— afn_l , tenemos que:
n ox
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af
Ox
1 of,

¢1=

2 Ox
oo 10 12T
3o 230
10
¢, = __L =0
4 Ox
o1 &y
5o 23450
10
b5 = __L =0
6 Ox
Generalizando
0 ;n_es _ par
= 1 9"
2 (—1) 2 — S ;n_es __impar
n! ox"
Reemplazando  estos resultados en las
expresiones iniciales de u yde Vv, tenemos:

_ e L@ 1L 1 8
WSS e 24y o' 7207 &
L) e
_;(2;1)! o

o1 e 1 S Of
' y8x+6 ox’ 120)/ 6x5+
n+l
. 62n+1
S )
(2n+1)! Ox

/10

Y ademés, si ¢ representa la velocidad
potencial y i la funcién de la corriente, se

tiene:

37

go:.[udx—ma:
1 ,0f or 1 of
x——y L — L — Sy (7
Jroe—2y ot oY e
t//:—jvdx—w/:
1 af o'f
— L (8
V-V o 120y o ®
Tales ecuaciones satisfacen todas las

condiciones del problema para el interior del
fluido y al mismo tiempo es facil ver que para
ondas largas estas series son rapidamente
convergentes. En realidad, para tales ondas el
estado de movimiento cambia lentamente con
X, y por lo tanto los sucesivos cocientes

diferenciales con respecto a esta variable y todas
las funciones referentes, tanto como f lo hace,
decrecer

el estado de movimiento debe

rapidamente.
Pasando a las condiciones de frontera, sean

P, una constante que representa la presion

atmosférica, pi la presion en un punto debajo
de la superficie donde la fuerza de la capilaridad
deja de actuar, y 7 la tension superficial. De
ahora en adelante se usara el subindice (1 ) para

hacer referencia a cantidades en la superficie.
Por diferencia de presiones tenemos:

: azyl
p=p T Y
Ademas, por la conocida ecuacion de la
Hidrodindmica:
' og, 1
()__I_E(ul +V1) &N
Tenemos:
P og, 1 2
—=yO)———=\u; +v; )]—-gv, +
-8 )

Tazy1

©)
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Ahora, reemplazando las expresiones (5), (6) y (7) en (9), tenemos:

P, 0 1LY 1 L1 O
2o -2 [ fox- - ‘.
p A az(jfx 27 B 24y o 720 o

1 1,0 1 .8 1 o ’ 5 O 1 6 :
——[[f——yl f y f— Vi f+j +[—y1—f+ y1 f— Vi f+j]

2 e T e 0 e ox 6~ ox° 1207 ox
T 0%y,
— +_
&Y 0 ox
De esta forma, suponiendo cierta regularidad, tenemos que:
P o 1 ,0f 1 40'f ¢ O°f
=y -|Z=xt+—y ———— -
, =20 Jar® 3% a5 aae 720y1 otox
Y (S Y-S A0 YLV A B Y-L0 A Y (R A DU Y-it A BT U
2 27 247 et 10 M6 o 1207 ot
T 0%y,
p ox’

Desarrollando los cuadrados en la expresion, tenemos:

M ot

2 6
&=x(t)—fg5x+lylzaf—i 1 O L O
o, 2 oox 247 otox’ 720

2 6 2 4 6 2
_1{{f2_2f(1yzaf; 0, 6af_mj+(1yzaf_i 4g+Lylf,af_mj]

2 27" 24 ox* 720 ox® 270 w247 ' 720 ox°

2
oy (1 ;0F 1 s0°f 1 30°f 1 s0°f
+ v =] -2y, 2| = - +o |+ = -— +...
{y‘ o) PV e & 1207 & 67" o 1207

T@zy1
— +_
gyl p axz

B PRI A WYL A B
VPN /A7 VUL
) jaz YT G 24”7 G 7207 Groxt

{f ﬁ/lzaf _/ﬁ’146f_Lﬁjléaf ---"'l.)’14(a fJ _2(%y12ﬂ)

Ox ox*t 360 Oox 4 ox? ox?

[L 434f_ 1 666f+..}+(L 464f_ 1 16 aéer...jz

24”7 ot 7207 o 247" et 720”7 o

38
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-5) J’1

) 37 aar 60 arar 367 | aw 67" o

2
1 s0°f T o%y,
— —| | +—
(uoy1 ox’ H AP

», VR IRY:i A WAV A U
S y)-gy, - |20 oy — +— -
, A0 J o T2 dex 247" e 7207 arex

STRRRLN RV _14F7T+leyf&f

|
—— 4= - — — =L
2 I G T G T M o 87 () T8 o o

T1440” e a2

ﬁyl ox* _%yl ox® ox g)’l Eaf

L @13, 1[1 01 GO Jz_lyz(g)z+1 LOf O f

oxox® 72

120

N ox’ ox* ox* 2 Eyl ox’

Ordenando la expresion tenemos:

of . 1 1,0 1 ,0*f 1 z(af)z 1 .0'f
Lan—e Ox——f"—gy +— —+= : = | ——
S =10- e A Ry (S Vet 1 b B

L W) 1 a0 1 60 1 00 1 6[a3fJ2+L
7

6" xor 22”7 aee 120 e 48y o ot 727 o

T A S Y- X _I(L AT BT J2_1(1

1207 ar o' 14407 a ax 20247 et 7207 o 21120
s T
720y, o ox® T p oo’
?, o ~ 1, Of 10 %wT ) 1 0%
—=y)-|—x——=f —gy + —— = +|-— -
, A0 I@tx SR (2fa2 saex 2\ P T2 o
l%ﬂ_Laf 4 1faf 152f54f_L53_f2+L‘3f_L_
6ax ox® 24 atox’ N 7207 ox® 48 ox? oax* 72\ ox? 720 dtéx® 120 ox ox’
2

por TN

p ox’

Esta ultima expresion tiene la forma:

82
Do L gy, + My? + Ny + P+ +1 -
P p 0
Donde:

(10)

L:Z(z)—j%ax—%fz

39

1207

3 )2 3,0 A5, 5, 2 2
L @, 1 o[Of) L s@ros 11 58 ) Ty
‘ 720" T poax?

l

8] o200

ox’

s

ox?

i

Wﬁf}

-]
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Lo lﬂ__[af)
"2 ox*  20tox 2\ ox
No L2 o' 1(&rY e 1oy
247 %" "8\ a ) Teaxar 24 onex
1 faf 1@ty (Y 1 &y 1 yds
720 ox® 48 ox* oxt 72 ox’ 720 otox® 120 ox ox’
Por diferenciacion con respecto a X de la ecuacion (10) se obtiene:
oL » OM 4ON ¢ oP o 3 ay1 s Y, T 83)’1
— 4y, —+y — 4y —+..—g—+2M L +4Ny; +6 —+ =0
a e Ma e T e yla i o
Ademas, una segunda ecuacion de la Hidrodinamica es la de continuidad y se aplicaria bien a la
superficie:
0
Py _ Do a2
ox
Para satisfacer las ecuaciones (11) y (12) por el en comparacion con la profundidad del canal,
método de aproximaciones sucesivas, se todas las nuevas diferenciaciones con respecto a
establece que V, = [+ n, f =q, + ﬂ’ donde X dan lugar a cantidades continuamente mas
! 0 pequetias. Estas aproximaciones son de primer
) y {, se suponen constantes y 77 y ,B son orden.
funciones muy pequefias que dependen de x y y
t. Tratando entonces con el hecho de que para De la ecuacion (11) tenemos:
ondas largas, cuya longitud de onda es grande
o . 1 O f 18 1 DAY
! ox —— + - =
(Z() o 2f) . 0[2f8x 2 ax 2\ ox
PP B NPaY Y A e WY
"ol 24" %t T8\ ) Tearar 24000
Rl (R 0 A Y VA R A L. 4 P
"o 7207 @t T a8 e o o ) 720 a0 120 ox ox’ r"
1 82f 16f 8f ﬁyl 1 84f 1 azf lafﬁf 1 84f
+2_f—2 5 A 4__f_4__ a2 A A3 Ay 3
27 ox 2 Otox ox ' ox 247 ox" 8\ ox 6 Ox ox® 24 otox
PG N L af Lo LS, T
7207 ox° 48 ax? ot o ) "T0aac 1200 o [ ox p ox’

40

]yf

o

ox
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G/ AN o At A P
o T ot y(za ox 2f

(Lo 1o
+y1[ Mo 24

1 o' f _@8%’
ox’ 2 otox>  Ox Ox?

18f6f lafﬁf l@ﬂ_L@f
ox’ 4 oxt o’ 68x ox’

6 ox ox* 24 owox’
N 16f6f ff 16f6f 163f85f lﬁfaf o' f 162f65f
y 720 ox Ox° 720 ox’ 48 ox® oxt 48 o’ ox® 36 o’ ot 720 otox®

120 ox? ox'

1,8 1er)
2 6x 2 otox 2\ ox 6x 247 oxt 8 ox’?

LR R AL T (R BT R0 L
6or o 24000 )

e A 4[
120 ox ot ox

_Afery, ey
ox 7207 ox® 48 ox* axt 72\ ox’ 720 dtox’

_laes 6y1 T52y1_0

20axar ) o p ox

De esto tltimo tenemos que

of  of oy P 0 o
—-—f=——g—=0->—Vq,+ ) g, +B)—\q, +B)—g—+71)=0
ottt S at(qo B)-(g, ﬂ)ax(qo B) gax( n)
op o8 on o of on
ot (@ ﬂ)ax g o Pa
0 ot ox

1 ,0°f 1 ,o'f 1 6faf Gyl o 1 ;0f 1
=y —y e — | =y =
(f N T et 0w

sO°f oy,
by ey Ly =
a6 e 1200 & o

De ahi que se forma el siguiente sistema de ecuaciones

BB,

0
Do o gax

41
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on _op
ot

El mismo que matricialmente y suponiendo que — =

op

9, &8 a_x _ 0
I q,) 91| (0
Oox

Evitando la solucion trivial, se tiene que:

=0 seria:

T 8l05q2-gl=05,=g
[ 99

d d 9 9 d
%qoﬁ—ﬂ+g—”=0% a0, Ja P g0, [qlop——gon

X Ox Ox Oox Ox X
> [Jelop=~[gon —> el p=—gn+k — gl p =~ f7+a)—>ﬂ——%(f7+a)
sp=-L(ra)sp=-L(r+a)» p=-EL(y+a)

9, ‘]o gl

np=-L (77+a)

Donde & es una constante arbitraria muy pequefia.

Es evidente que esta solucién coincide con la
usualmente dada para el caso de ondas largas de
forma arbitraria hecha estacionaria ya que se
atribuye al fluido una velocidad igual y opuesta
a la dada por la onda, en base a la suposicion de
que la velocidad en una direccién vertical podria

fzqo—q7°(77+a+y) ........... (13)

Donde ¥ es muy pequefio comparadocon 77 y ¢ .

Derivando la ecuacion (13) con respecto a X se tiene:

I _ _Q_o(a_’? +5_7j
Ox [ \Ox Ox

Sustituyendo (13) y su derivada en (11) y (12), tenemos:

42

ser dejada y que la velocidad horizontal podria
ser considerada uniforme a lo largo de cada
seccion del canal.

Para proceder con una segunda aproximacion,
debemos considerar la expresion:
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[ ) [\ ox

(o -Lpras)| (a "

[\ ox?
[677 67}% n, oy on
ox  ox) [\ ox?

ot ot

a 2
ox?

nq,(o'n 0% on
()L 2T LT P (149) 2L
( * ) [81‘6)5 " Otox ( " 77) Oox

T ox

on o on oy) 1
@(—’H 7) (qo——(ma 7))%( Ly aij 2(l+77)2q77”

6]/_
ox’

0
(l+’7) an(qo o
X

2
q_o(@ﬂj s
I \ox ox

(8_n+8_7)q0 on oy
ox ox) I 6x2 6x

o’y 2 4o
(1 2o
6t6x2] ) l

C]() 6277_1_82
[ ax? ox?
+Tﬁn:0

p ox’

3
1 e
I \ otox?

(n+a+7)J

l(l+

2

[

0’ 0
Escogiendo términos y eliminando los considerados despreciables como _77_77y a que son

Ox ox’ ox
7 oy 0O
rechazados en comparacién a 77— las cuales se mantiene en las ecuaciones, —— y > contra
ox ot Ox“ot
on
— , tenemos:
ot
3
D, GO 8y g)_[Lp, T a—’37=o ........... (14)
[ ot ox | ox \2 P

De la misma manera:

11 o @ 1
[qo—ql—‘)(n+a+7)—5+2(l+ ) q;(axn 7D+ﬁ(l+n)4(__

o’
g (0n or) 1 sqo (0’ )] 1 s[_q0(0'n %y on _0n
H ()2 L+ L =l 4n) 2| =L =L | ——(+n)| - L =L 4|22 =0
(( )l(ﬁx axj AR l[@ﬁ Pl | v Gl s e e o o

Esta ultima expresion la multiplicamos por

90

y nuevamente escogiendo términos y

eliminando los despreciables, tenemos:

DO _ O & (5 )0 L O
[ ot ox [ ox 6 ox’
0........(15)

Sumando las ecuaciones (14) y (15) tenemos:

299 _8 (34 00) o[ _Lpg 8’7 =0
[ ot I Ox 3 o’
. . . [
Multiplicando esta tltima expresiéon por — —
g

tenemos:

43

3
2% 77+(377+20¢)a—’7+(113—ﬂja—’z=0
g ox 3 pg ) Ox
‘ ; T1
Haciendo que: 0 = —/”~ — — , tenemos:
rg
3
—2@a—n+(377+2a)6—77+06—?=0
ox ox

L
Despejando —:
ot

on
o

_3g

877 2 on 1 ¢&n
n—+-a—+-0—
2q,\ Ox 3 ox 3 ox

Y yaque g, =+/gl , finalmente tenemos:
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2 2
5_7722@2 l772+zcx77+10'a—727 (16) 773+2a172+0(a—77j =0
ot 21 ox\2 3 3 oOx Ox

on ’ 3 2
La ecuacion (16) indica la deformacion de un o (aj =-n"—2an
sistema de ondas arbitrarias pero que se mueven
en una direccion unica. Antes de utilizarlas se on : n’ +2an’
deberia puntualizar la relacidn entre la constante (aj == T

« , la cual podria ser elegida arbitrariamente y
la velocidad uniforme dada por el fluido. 3 2 _n?
a_n:i\/_n +2an :+\/ 77(77+2a)

Ademas, la variacion de la constante <, es

decir 5(1 corresponde a la  relacion

_ 4 . i) Para 0 > 0, se debe cumplir que
5q = 0, en su velocidad, y tomando la n+2a<0,Yn<&—>a<0
variacion con respecto a & en (16), tenemos Siendo h = —2¢, tenemos:
que: >

on _ . |n*(cn+h)
d 0 0 el R B N SRV
s _40 5 91 __5 911 o .

dt [ ox 7 Ox
877 N 1
3. ONDAS ESTACIONARIAS. P ;'7 h—n.....»17)

Esto tltimo es una ecuacion separable:

el

Para ondas estacionarias 8—77 =0, de ahi que:
t

on 3qoa(1 , 2 1 277J
—=———|=n"+—an+—-0— | =0 Resolviendo la integral del lado izquierdo de la
o 21 ox\2 3 3 o’ ecuacion tenemos:
Cambio de variable:
Por lo tanto: t=+h-n
1 2 1 0°n
olLn+2an+lal| g 1
*[2" 39773 axzj dt = ——=——==dn
2 h—77
Integrando
1, 2 1 0% N I _ I
—n’+Zan+-o =—c
2 T33O0 T
5 Aphcando descomposzczon en  fracciones
c = - n =0 parciales:
‘ 3 37 o’ 1 1 __ A B
Multiplicando por 607 : h—1t2 («/ZHX«/Z—:) ( h +t) (\/Z—t)
82
6c1677+3n2877+4a77677+206—727877 =0 1= A(\/Z—t)-f‘ B(\/Z+ t)
X
. 1
Integrando: i Sizt= \/Z — 1= 23\/Z - B= m
3 2 ony _
€2+ ety + 200 +°{a) =0 Sitt=—E>1=24Jh > A= ——

2\h

Si se considera que el fluido esta quieto en el
infinito, tenemos que ¢, =¢C, =0 ya que
0 0’

a =0, an = 0. Por lo tanto:
ox ox’

Por lo tanto:

n=0,
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i

1 o

gt t=[+e— h—)\/hT= l+e
25 (1_;@} -l

1 1
20 |, Y
KNl | ]

LI_ 1 _ 1
Jh (ﬁ-ﬁ-t Jh—t

i -
]

X
,1[( )
L[m\[_m_m\Hm =

RN
N7k

Esto quiere decir que:

J‘ dn In J‘ , dx if) Considerando o < 0, se tiene por
g la misma razén dada anteriormente
nyh—n \f_ t+ «f_
que 20>0 por lo que
1 t—+h 1 sustituyendo adecuadamente en la
_)%ln it == ;x expresién (17) =77 por 77 :
6’77
1= h ——= +,/ nNh=1n
—In ==
t+ xﬁ O' Obtemendose.

' h
2
n=n =—hsech X

i s o " 4o

riadiindes Vi =(t+h)e o |
t+ La ecuacion anterior produce la onda solitaria

. \/j . N \Px negativa siempre que o <0, es decir:

—t-h=e ' t+he \° =—13 T

rg

—)t—ei\/?t:\/z+\/}_zei\/§ 12T
3 g
—>[1—e+\/7] [l+e \Fx]ﬁ r

P <—

P8
sl< 3—T
124

Por ejemplo, en agua a 20° la profundidad
limite es 047 cm (I'=72, g=981,
£ =0.998B.4U.).

Consideremos ahora que en el infinito se tiene

que 77 = 0,—77 =0 y por lo tanto la ecuacion

ox
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c, +6c,n+n° +2an’ +0'(

2
0
on\ _y
ox
produce que ¢, = 0, quedando:

2
o)y
ox

En el supuesto que o >0, entonces ¢; <0

6c,n+n° +2an’ + 0'(

para garantizar que an tenga valores reales
X

para valores pequefios de 77 .

0_(8_77)2 :—(60177+773 +2a772)

ox
6_77)2 _
ox
a 2
77(601 +1°+ 2a77)+ a(—n) =0

Como ¢; <0 entonces:

Ahora:

6c,n+n’ +2an’ + 0(

n° +2an+6¢c, =0
Tiene 2 soluciones; una positiva / y una
negativa — Kk .

Por lo que:
2 on ’
77(77 +2a77+6cl)+0' — 1 =0
ox
6 2
n(n —h)on + k) + 6(—77) =0
ox
onY 1
(22} =~ Lota-ntr 1)
X o
0 1
=1 i\/——n(n —h)n+¥k)
ox o
Haciendo cambio de variable:
n=hcos* y — o _ —2hcos;(sen;(a—x
ox ox

Tenemos:

46

—2hcos ;(sen;(g—l = i\/lhcos2 ;((h —hcos? ,{Xk + hcos?
X o

—2hcos;(sen;(a—z=i\/lhcosz;(~hsen2;((k+hcoszz)
ox o
ox 1 2
—2hcos yseny —= =thcos y -seny —w/ik+hc0s ;(i
ox o
oy __ |1 2
== —w/ik+hcos ’
o o d
__dxr =7, de
w/ik+hcos2 ;(i 4o

Integrando tenemos:

j A :¢j\/zdx
Jlk+ hcos® 1) 4o
e
k+hcos® y 4o

Del lado izquierdo tenemos una integral eliptica
de primera especie. Lo cual da como resultado:

o fh+k f h
n=hen-| x oAl —
40 \Vh+k

Lo cual es un conjunto de funciones cnoidales.

4. ONDAS ESTACIONARIAS

PERIODICAS (CNOIDAL WAVES)
A partir de las ecuaciones (14) y (15)
calculemos el valor de ¥ :

7)

q,0n 0y g on (1, T)\o'n
Go 9N, 7 _8 91| 2p, 2|9
e, (2 & pj6x3
4,07 Iy g on 1, o'y
—_——— 2n+«a +-l"g—
IR o A P &

Restando las ecuaciones:

oy g( l T
ox [ 2

2g8_7+ﬁa_77 (iﬁ _jz_n_()

2g— n+a-2n- a

ox [ ox

Dividiendo para 2g :
3

o non (1 T )0
3 2gp ) Ox

ox 2/ ox

o __mon (L. T \on

ox 2l ox |3 2gp ox’
Integrando:

0
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2 2
7=—77—+ ll2 — a—+c
4 \3 2gp ) ox*

Debido a que el valor de la constante arbitraria
« cambiaria por & +cen ecuacion (13), se

considera ¢ = 0, entonces:

2 1 2
y=-"1 4| =P - on
4 |3 2gp o
De la ecuacion
1, 2 o’n
c+—n"+—aoan+-oc—-=0,
XYY
2
despejando o se tiene:
_ _1 2_2
8277 _ C 577 gan _
o’ 1
— O
3
—6c,-3n° —4an
6 =
1
— O
3
1 h s
—5(377 +40m+6c1)
Como se considerd que:
n’ +2an+6c, =(77—h)(77+k)
n* +2an+6c, =n* +(k—h)ny—hk
—2a =k—h6c, =—hk
Entonces:
o'n 1

¥:—5(3n2+2(k—h)n—hk):

_%(3772—2(}1—/«)77—}11«)

2
}/:—77_+ l[z_i _L (3772
4] \3 2ep N 20

Por lo tanto:

f=qo—%(f7+a+7)

2

77+a—’7—+

~2(h—k)y—hk)

e (350 (55 o 2-0m-)

3 2gp 20
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uff

20 1

1((

Obteniendo que:

k h)—’7—+
4l

[ 2gpo

1
h k hk |+
Jn+3 )

_ \/gn(h — )k +7)
v=y
lo
Es importante indicar que si K =0 implica que
¢ = 0 por lo cual, las ecuaciones determinan
el movimiento de un fluido para un soliton.

5. CONCLUSIONES

La ecuacion KdV tiene un sentido fisico
universal y puede ser aplicada en todas las
situaciones donde aparecen simultaneamente
por un lado efectos no lineales, que tienden a
volcar la onda, y por otro lado la dispersion
débil, que tiende a separar las componentes de
la onda de acuerdo con su frecuencia y de esta
manera tiende a suavizar la onda. Entonces, un
Soliton aparece como una situacion de
equilibrio entre la no linealidad y la dispersion,
que se compensan. El descubrimiento del
Soliton sirvid como un impulso a una teoria
matematica reciente que se aplica para resolver
las ecuaciones diferenciales no lineales. Por otro
lado, la popularidad de los Solitones condujo a
su deteccion en 4areas distintas a la
hidrodinamica. Por ejemplo, recientemente se
dieron a conocer los trabajos de los laboratorios
Bell para mejorar el rendimiento de las
transmisiones en las redes Opticas de
telecomunicaciones a distancias muy grandes
con el uso de Solitones Opticos. En la
transferencia de sefales comunes a través de
fibras opticas, por cada 100 km, es necesario
amplificar la sefal, y después de cada 500 km
poner un reproductor, el cual transforma las
seflales opticas en eléctricas y luego otra vez a
oOpticas para asi poder transferirlas mas adelante.
Sin estas medidas la sefial se deforma
irreconociblemente. Los Solitones  6pticos
encontraron una aplicacion practica con el
primer equipo de telecomunicaciones, que los
utilizaba para transporte de trafico real de
sefiales sobre una red comercial en distancias de
mas de 14,000 km.

( +LJ(_%772+(h—k)n+%hk) -

2
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