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Resumen: Las dlgebras de Clifford pueden considerarse como una generalizacion del algebra de los niimeros complejos. Ellas han
sido el dlgebra subyacente de muchas aplicaciones en ingenieria, fisica y diferentes ares de la matemdtica. En este articulo vamos a
mostrar diferentes algebras de Clifford expresadas como anillos cocientes. Asi mismo se establecen formalmente algunas de sus
propiedades.
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Abstract: Clifford Algebras can be viewed as a generalization of the Complex Numbers Algebra and they are applied in
Engineering, Physics and many areas in Mathematics. In this article Clifford Algebras will be presented as quotient rings and

some of its properties will be stated.
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1. INTRODUCCION

La interaccion del analisis complejo con otras
ciencias basicas e ingenierias ha llevado a
aplicar sus métodos en dimensiones mayores.
Una posibilidad para hacer eso se basa en el
concepto de algebras de Clifford que resultan
ser una generalizacion del cuerpo de los
numeros complejos.

A través de la diferenciacion compleja
podemos mostrar la aplicacion de estructuras
algebraicas a ecuaciones diferenciales parciales.
La  ecuacion  9d,w(z) = 0,w(z) = u(z) +
iv(z),z=x+iyy u,v funciones a valores
reales, nos lleva al sistema de primer orden en el
plano conocido como el sistema de Cauchy-
Riemann:

dyu—0,v=0 (1.1)
dyu+d,v=0 (1.2)

Dicho de otra manera, debido a la posibilidad
de multiplicar nimeros complejos, podemos
aplicar el operador de Cauchy-Riemann

07 = (0, +id,) (1.3)

a funciones de valores complejos.
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Si sustituimos el operador de he Cauchy-
Riemann (1.3) del plano complejo por el
ordenador diferencial vectorial.

de R™! con las coordenadas xo, xi, ..., X, y la
base ey =1, eq, en, 0; =0/0x; para
j=0,1,..,n,

entonces el llamado Analisis de Clifford que es
una generalizacion del analisis complejo a
dimensiones mayores, usa estructuras
algebraicas similares para investigar ecuaciones
diferenciales parciales en dimensiones mayores.
Las estructuras algebraicas subyacentes son las
algebras de Clifford que hacen posible una
multiplicacién entre vectores en R™*1,

En este articulo nosotros presentamos avances
de la formalizacion de diferentes algebras de
Clifford como anillos cocientes lo que nos
permite  demostrar de manera sencilla
caracteristicas propias de estas algebras.

2. ALGEBRAS DE CLIFFORD
CLASICAS

Con el fin de ilustrar la definicion de las
Algebras de Clifford [1] se construye el Algebra
de los Numeros ComplejosC, para ello
consideramos el algebra R[x] de los polinomios
con coeficientes reales en la indeterminada x.
En esta consideramos el ideal / generado por el

polinomio x% + 1y el cociente A = E. Puesto

que el polinomio x2 + 1 es irreducible, resulta /
un ideal maximal y A a los elementos de la base
{1,x,x%, ..} de R[x], se obtiene el siguiente
conjunto de generadores de A: {1,%, %2, ...}, del
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cual es posible extraer una base de A. Ahora
bien, x> + 1 € [ implica que para todo natura
m

1, si m=0 (mod.4)
X, si m=1 (mod.4)
—1,sim=2 (mod.4)
—x, si m=3 (mod.4)

De donde el conjunto {1,%} es un conjunto
minimal de generadores de A y por tanto una
base.

La funcion W: R[x] - C definida en la base
{1,x,x2, ...} de R[x] por

1, si m=0 (mod.4)
i, si m=1 (mod.4)
—1,si m = 2 (mod.4)
—i, si m=3 (mod.4)

Y(x™) =

y extendida por linealidad a todo R[x] resulta
un epimorfismo de algebras, cuyo Kernel es /,
de donde, por el teorema fundamental de
homomorfismo, A y C son isomorfos.

Esta forma de construir los complejos ilustra el
trabajo posterior para construir las Algebras de
Clifford.

Se considera a continuaciéon el R — espacio
vectorial  R*[xq,..,X,] de todas las
combinaciones lineales formales de elementos

™miy Mig
de la forma X; X, s en donde k € N,1 <

by s,y my; € NU {0} para todo
j=1,..,k(el conjunto de tales elementos
forman la base de R*[Xq,...,X,], es decir, los

elementos de R*[Xy, ..., X,,] son de la forma:

Mmiy,..,m; m; m; miy,...m;
s i1 i ree

kx. ™ x. * cona, . * €R.
iy i ik

Dy Y, iy
En R*[Xq,...,X,]
asociativo y no conmutativo en la base, el cual
extendemos cuidando la linealidad a todo el

se define un producto

espacio R*[X4, ..., X, ], con lo cual éste deviene
en una R — algebra no conmutativa. El algebra
R*[X4, ...,X,] no debe confundirse con la de
coeficientes en R ¢

polinomios  con

indeterminadas x4, ..,X,  denotada
R*[X1, w0, Xy .

Para facilitar la notacion seguimos llamando

por

indeterminadas a los elementos [Xq, X5 ...,X,] ¥
polinomios en estas indeterminadas a los
elementos del algebra recién definida.
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A continuacién consideramos el ideal bilatero 1
de R*[X4, ..., X;,] generados por los polinomios
de la forma

x}+1 y xx+ xjx;,en donde i,j=1,...n e
i#].

R*[xy,

. . oXnl .
El anillo cociente 4,, = fn se denomina

el Algebra de Clifford A4,, con coeficientes en R
e indeterminadas Xq, X5 ..., Xp.

A continuacion calculamos la dimension de 4,
se sigue que el conjunto de elementos de la
i1

_m _mik . .
forma X, ' ... X, *“,endonde 1 <1ij,..,i; <n,
l1 lk

keNuvu, vy my; € NU{0}para todo j=
1,...,k es un conjunto de generadores de 4,,
del cual se puede extraer una base.

Puesto que X;X; = —X;X; en Ay, los elementos
del conjunto de generadores pueden reordenarse
como X !... X, ™, con m; € N U {0} para todo
j=1,..,n

El otro tipo de generadores del ideal I: x? + 1
refinar ain mas el

permite conjunto de

generadores de A,, pues resulta fi(zm+r) =
(-D)™x], con. meNuU{0} y r=041,
quedando los generadores de A, de la forma
XL X", m; =061 para todo j=1,..,n.
Resulta entonces el conjunto

R Zyimy=0061,¥;=1,..,n

una base de A, y dim(4,,)= 2™

3. ALGEBRAS DE CLIFFORD
GENERALIZADAS

En el algebra R*[x4,...,%X,] se considera a

continuacion el ideal bilatero I generado por los

polinomios x7 +o¢; y x;x; + x;x; — 2y;; en

donde «; y y;; = ¥;; son constantes reales para

cada i,j=1,..,nei#j. De esta manera el

. . R*[Xq1,-
anillo cociente An(Z,oci,yij)=M se

denomina Algebra de Clifford Generalizada.
Procediendo como antes, se toman /-clases en
la base de R*[xq,...,Xy]

conjunto de generadores de An(Z, <, Vi j) cuyos

para obtener el

—m.
1..X, ™ en

clementos son de la forma X, ..X,™",
donde k € N,1<i,..,iy<ny m;; € N U
{0} para todo j=1,...,k. De este conjunto
extraemos una base de An(2, «;, yij).

Los generadores del ideal 7 de la forma x? +o;
paratodoi = 1,...,n dan lugara
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) )‘(l@m”) = (—o¢;)™x;", con m € NU {0}
yr=0041,en An(Z, ocl-,yl-j).

Por otro lado los generadores de I del tipo

X;X; + x;x; — 2y;; implican

(2) xx; = —xjx; + 235,

Usando (1) y (2) vy

convenientemente en los

transponiendo
generadores de
An(Z, oci,yij) se tiene que el conjunto

s gMn
{X1 X

m;=061,Y;=1,..,n}
es una base del algebra 4,(2,;,y;;) y por lo
tanto su dimension es 2™.

Para mas informacion sobre estas algebras
ver [3,2].

4. NUMEROS COMPLEJOS
ELIPTICOS

Consideramos en el algebra R*[xy, ...,%,] el
ideal bilatero / generado por los polinomios
k.
X'+ pi () ¥ xx; + xx;
en donde x = (Xq, ..., X, ), k; = 2 y p;(x) es un
polinomio de grado menor que k;. En este

contexto vamos a estudiar un caso particular e

. . . R*[X1, .m0
importante del anillo cociente M Se trata

para n=1y k; =2 del caso en que se
considera el anillo R[x] de polinomios con
coeficientes reales en la indeterminada x y
como el ideal I, el generado por el polinomio
irreductible

x?> 4+ ax + b, es decir, a’? —4b < 0

R[x]
<x2+ax+b>’
que se denomina Anillo de los Complejos

Elipticos. Cabe destacar que los Numeros
Complejos Elipticos fueron introducidos por
Yaglom en [4].

Este anillo es en realidad una R—algebra y por
lo tanto un R —espacio vectorial, una de cuyas

Esto da lugar al anillo cociente A =

bases es B = {1,%}, de donde
dimensiona 2.

Una vez establecidas las raices oy y a,=
—a; de —1 en A, se observa que los elementos 1
y o; para i = 1, 2, son linealmente
independientes y por lo tanto forman sendas
bases de A. Con estas dos raices se construyen
dos epimorfismos de R—algebras: ¥;: R[x] — A,
i=1, 2, que luego servirdn para definir sendos
isomorfismos =;: C & A. Una vez aclarado que
C y A son isomorfos, establecemos los
siguientes sencillos lemas cuyas pruebas son
directas:

Lemma 4.1. Sea ¢: A — B un isomorfismo de
R—dlgebras y |||l¢: A — [0, )una norma en
A, entonces ||||4:B — [0,), definida para
todo u € B por ||ully: o~ Tl es una norma
en B (inducida por el isomorfismo ¢ y la norma
en A).

Lemma 4.2. Sea ¢ : A — B un isomorfismo de
R—dlgebras y (-,"): AXA—R, un producto
interno en A, entonces (-,)g: B X B —R,
definido para todo w,v € B por (u, v)g =
(™Y (w), p~1(v)) es un producto interno en B
(inducido por el isomorfismo ¢ y el producto
interno en A).

Aplicando estos dos lemas se define una norma
y un producto interno en A via los isomorfismos
=;:C & A, resultando no sélo las dos normas y
los dos productos internos coincidentes, sino
también la norma asi definida, la misma que la
que se deduce de ambos productos internos. Via
los isomorfismos =;:C < A, definimos una
conjugacion enA. La norma, el producto interno,
asi como la conjugacion en A facilitan los
calculas en el 4lgebra de los Complejos
Elipticos.

A tiene

5. CONCLUSIONES

Lo establecido en este trabajo formaliza
algebraicamente la definicion de algebras de
Clifford, lo cual facilita los calculos en ‘estas.
En el caso particular del algebra de los
complejos elipticos, los resultados mostrados
son un avance de la investigacion llevada a cabo
por los autores en ese tema y son inéditos.
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