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LINEARIZATION OF EINSTEIN'S FIELD EQUATIONS
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Resumen: A4 partir de las ecuaciones de campo de Einstein, en una aproximacion de campos débiles y para velocidades mucho
menores que la velocidad de la luz en el vacio, se obtiene el siguiente sistema

. 10B,
VXEg:_E?'
V-zz—4n6pg,
. 4nG_ 10E,
VX By = C_2]g+;¥’
\ VB, =0,

donde Eg es el campo gravitoeléctrico, Bg es el campo gravitomagnético, | g es la densidad de corriente de masa-espacio-tiempo y
Pg es la densidad de masa-espacio-tiempo. Este conjunto de relaciones de campos gravitoelectromagnéticos es andlogo a las

ecuaciones de Maxwell, lo cual muestra una similitud entre la teoria electromagnética y la gravitacion.
Palabras Claves: Campo gravitoeléctrico, campo gravitomagnético, ecuaciones de campo de Einstein, ecuaciones de Maxwell,
relatividad general.

Abstract. From the Einstein field equations, in a weak-field approximation and for speeds small compared to the speed of light in
vacuum, the following system is obtained

—.  10B,
VXE =--—2,
<V-E_g’z—zmcpg, B
. 4nG_ 10E,
Vngz—Cz 9+EW'
V-B, =0,

where E_g) is the gravitoelectric field, B_g) is the gravitomagnetic field, E is the space-time-mass current density and py is the space-
time-mass density. This last gravitoelectromagnetic field system is similar to the Maxwell equations, thus showing an analogy
between the electromagnetic theory and gravitation.
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1. INTRODUCCION

donde g es el vector aceleracion de la

De acuerdo a la ley de gravitacion universal de
Newton y la ley clasica de la conservacion de la
masa, se tiene que
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gravedad, G es la constante gravitacional de
Cavendish, p es la densidad de masa 'y _j es la

densidad de corriente de masa con -j =
p U, siendo U la velocidad de desplazamiento de
la materia. Despejando p de (1.1), se obtiene

V-g
471G’

p:

Reemplazando la expresion anterior en (1.2), y
suponiendo que el campo vectorial g es dos
veces diferenciable, se ve que

v-J

Luego,
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L1
v-(j - —a *):o.
(] 4G Y

Usando el Lema de Poincaré, en subconjuntos
abiertos contractibles, se tiene que la expresion
dentro del paréntesis en la igualdad anterior
proviene del rotacional de un campo vectorial,
que por conveniencia se lo escribe como

2—)
3 c Bg
4G’

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y
B; se denomina campo gravitomagnético.
Luego,

Cz% _ - 1 -
_Vx(mc;)_] —Eatg. (1.3)
Finalmente,
- 4G — 1 -
VxBy=-"27 +50.4. (14

La ecuacion (1.4) es analoga a la Ley de
Maxwell-Ampere de la Electrodinamica Clasica
dada por

—

B — -
VX—=], + antE:
Ho

donde B es el campo de induccion magnético,

Uo es la permeabilidad magnética del vacio, ]_e)
es la densidad de corriente, e, es la
permitividad eléctrica del vacio y E esel campo
eléctrico.

Se observa ahora que las
gravitacionales (1.1) y (1.4), es decir

ecuaciones

(1.5)

4G =

{ V-g = —4nGp,
VXB—g)=—C—2]

1 -
+ C_Zatg

son andlogas a las ecuaciones de Gauss y de
Maxwell-Ampere, respectivamente, de la
Electrodinamica Clasica

V-E=te
— 80—) 1 - (16)
VX B =poJe +0.E,

donde p, es la densidad volumétrica de carga y
1

Ho&o = -
Considerando la  existencia de
gravitacionales ([4]), se tiene que

ondas
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Vxd= —0,B,
*9 a (1.7)
VB, =0.

Las dos ecuaciones en el sistema (1.7) son
similares a la ley de Faraday y a la ausencia de
monopolos magnéticos de la Electrodinamica
Cléasica, dadas por

{v x E =—0,B, (1.9

V-B=0.

Asi, juntando (1.5) y (1.7), los campos g y B,
quedan completamente descritos en la Mecénica
Newtoniana, a nivel no relativista, por el siguiente
sistema de cuatro ecuaciones tipo Maxwell.

VX§=—atE,

V-g = —4nGp,

— 4mG — 15 5 (1.9)
VXBg_—C—ZJ +C—26t ,
V-B, = 0.

Aplicando el rotacional a la tercera ecuacion de
(1.9), suponiendo que g es dos veces
diferenciable y considerando la primera y cuarta
ecuaciones de dicho sistema, se obtiene la
siguiente ecuacion hiperbolica para el campo

By:
AB, =2V X ] +=0%Bs.  (110)

Procediendo de forma similar a lo realizado para
obtener (1.10), pero aplicando esta vez el
rotacional a la primera ecuacion de (1.9),
suponiendo ahora que el campo B—g) es dos veces
diferenciable y tomando en cuenta la segunda y
tercera ecuaciones de (1.9), se consigue
nuevamente una ecuacion de tipo hiperbolico
para el campo g dada por

1 -
Ag = —4nG (Vp + C—26t1>

1 -
+C—26tzg. (1.11)

La NASA comprobd experimentalmente el

efecto de B_g) ([1,2]). Se colocd un sistema de
satélites en Orbita alrededor de la Tierra, con los
ejes de sus respectivos giroscopios apuntando
hacia una estrella distante de referencia. Debido
a que los giroscopios estan libres de fuerzas
externas, sus ejes deberian continuar apuntando
hacia la estrella por siempre. Sin embargo, el
cambio en la curvatura del espacio, debido a la
rotacion de la Tierra, implica que las
direcciones a las que apuntan los ejes de los
giroscopios deben cambiar con el paso del
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tiempo. Estos cambios de direcciones relativos a
la estrella fija de referencia permiten medir la
variacion en la curvatura del espacio-tiempo
generado por la rotacion de la Tierra.

En la Seccion 2 se linealiza las ecuaciones de
campo de Einstein en la aproximaciéon no
relativista para campos gravitatorios débiles,
obteniéndose asi el sistema de relaciones tipo
Maxwell dadas en (2.41). Finalmente, en la
Seccion 3 se presentan algunas conclusiones del
presente trabajo.

2. APROXIMACION NO RELATIVISTA
PARA UN CAMPO
GRAVITACIONAL DEBIL

En la aproximacion de campos débiles, la
métrica del espacio-tiempo, g;,, no difiere
mucho del tensor métrico de la relatividad
espacial, es decir, de la métrica para el espacio
pseudo-euclideo, denotada por ;. Por tal
motivo, se puede escribir la métrica del espacio-
tiempo, en esta aproximacion, como la suma de
la métrica pseudo-euclidea mas una pequeia
perturbacion hy, (|hy| < [ny]). Asi, para todo
i,k €{0,1,2,3} = &, se ve que

Jik = Nik + hy » (2.1
donde

Sik’ sii=0 Ok=0,

Mike = {—5ik, siik % 0, (2.2)

Considerando los simbolos de Christoffel y
tomando en cuenta la convencion de Einstein de
suma en los indices repetidos, para todo
i,k,1 € &, setiene que

_1(0gik , 99i _ 9gn )
{F‘kl N Z(Bxl + oxk axt )’ (23)

i _ ,im
I =9 Lok »

con

9™ Gmi = 6f. (2.4)

Ademés, para todo i,j,k,l€ R las
componentes del tensor de Riemann ([3]) estan
dadas por

— 0 l 0 l
k= g |tk ki
+1—vl' s _1"l IWS”
jst ik kst ij-

Rl

Asimismo, para todo i,j,k,I,m € &, bajando
indices con Ry = glsRsijk , S€ ve que

Rim = = _
tkim = 5\ gxkax! = dxigxm
2 2
_ "9y 0" Gym
dxkoxm  9xiox!
+gnp(rﬁlrzi)m - 7Izmlﬂl‘)l . (2.5)

1 < 0%9im 0% 9k

Contrayendo dos de los subindices del tensor
dado en (2.5), se obtiene el tensor de Ricci,
cuyas componentes son

Rik = 9" Ryimk

_orh, orf

 axt oxk

AT T =T e, (2.6)

para todo i,k € 2. De aqui en adelante, se
sobrentiende que todos los subindices y
superindices latinos pertenecen al conjunto £ y
en cambio los subindices y superindices griegos
pertenecen al conjunto {1,2,3} = . Ahora, se
mencionan algunas propiedades conocidas de
los tensores de Riemann y Ricci, que seran
usadas posteriormente.

Rik = Ryi @.7)
Rigim = —Riitm = —Rikmi » (2.8)
Rikim + Rimki + Rigmi = 0, (2.9)

Riim + Rkt + Riime = 0, (2.10)

1 0R
RY., (2.11)

LT 2
R = g*Ry;, , (2.12)

donde R es el escalar de curvatura y el simbolo
; en las ecuaciones (2.10) y (2.11) representa la
derivada covariante.

Tomando un sistema local de coordenadas tal
que la métrica del espacio-tiempo, g;., sea
diagonal y ya que las perturbaciones, h;i, a las
componentes de la métrica pseudo-euclidea, n;,,
son pequeiias y considerando aproximaciones de
primer orden en hy, se sigue que

R Ol _ 0l'yy
ikim =~ = T om

Asi,
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0%hi, 0%hy,
Riklm == K 1 i m
2|0x*ox'  Ox'ox
3 0% Ryern 3 0%hy,
oxtox! odxkoxm|

(2.13)
De este modo, las componentes del tensor de
Ricci, en esta aproximacion de primer orden,
estan dadas por

— 4,lm

Rix = 9" Riimk
~ lm
~ 0" Riimi-

Luego,
P AT 02h};
e ™2 oxlox™ = dxkox!
o’hl  h
oxidx!  Oxidxk
1 1
= E [—6 alhl‘k + akalhi
+0,0,hY — aiakh], (2.14)
donde h = h',.

Denotando por ¢ el potencial gravitatorio, se
tiene que la ecuacion de Laplace para el espacio
libre es

;l—\/_axl[\/_g"a‘l’ =0, (2.15)

donde g es el determinante del tensor métrico
del espacio-tiempo. En el caso de campos
gravitacionales débiles y usando (2.15),
obtiene la siguiente condicion de medida para la
métrica del espacio-tiempo

L[ Gg"] =0

Por otro lado, el determinante del tensor
métrico, en esta aproximacion, viene dado por

(2.16)

g =n(1+n%hy)
~ r](l + h)

=—(1+ h), (2.17)
donde 7 es el determinante del tensor métrico
del espacio pseudo-euclideo. Luego,

(2.18)

\/1+hz1+%.

Asi,
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d (1 4 h
axx |9 2
_ 9 ( zk_r;'k)(”ﬁ)] ~0
axk U 2 !
donde h"* = —h¥* y h = h;. Por simplicidad de
notacion, de aqui en adelante, se escribe h para
representar 2. De la ultima ecuacion y en vista

que se estd considerando aproximaciones de
primer orden en h*, se obtiene que

axk <hlk nikh) =0
Se define ahora
hik .— ik _1 ik
h'* :=h > n*h.

Usando las dos ultimas expresiones, se sigue
que

(2.19)

Ahora, se introducen los siguientes simbolos:

Gijk ::%(Eij,k _ Eki,j)
C1(oRY gRM
— 2\ 0x, 0x;
=2 (9% hY — 9/ RKT).  (220)

Derivando la tltima expresion con respecto a la
k-ésima variable y puesto que h es dos veces
diferenciable, se ve que

i, 1 . R
Gl]k’k =§(6kakh” —aka] hkl)
1 p———
zgakakh”,

(2.21)

donde en la ultima expresion se ha usado (2.19)
y el hecho que se estad considerando campos
gravitacionales débiles. Ya que h es dos veces
diferenciable, se puede escribir

1 1
aiakh = Ealakh + Eakalh

Usando la ultima ecuacion y (2.14), se obtiene
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T o1
Ry, ~ E[—a d,hyy + 0 (Ehh - Eaih)

1
+0; <6lhlk —Eakhﬂ.

Los dos términos entre paréntesis en el miembro
del lado derecho de la tltima expresion, en esta
aproximacion de primer orden, son cero pues

ahl-—la-h—a( -hlm)—1 0™h
=50 = 1\9mj ng]

1
X Nimj [alhlm — Eamh]
= 0,

donde en la ultima expresion se ha usado (2.19).

Procediendo de forma similar, se tiene que las
componentes contravariantes del tensor de
Ricci, en esta aproximacion de primer orden,
estan dadas por

. 1 .
le ~ _Ealalhlk

—%[lh”‘, (2.22)
donde
1 92
= A———
U c?0?

es el operador de d’Alembert.

Ademés, el escalar de curvatura R = g; R,
en esta aproximacion de primer orden y usando
(2.22), esta dado por

ik
R = nikDT

~ %Dh. (2.23)

Por otro lado, la ecuacién de campo de Einstein,
sin tomar en cuenta el término de la constante
cosmolodgica, es

_ 8nG
Tt

Rik — % g™*R Tik, (2.24)

donde T* son las componentes contravariantes

del tensor energia-momento. Reemplazando
ahora (2.22) y (2.23) en (2.24) y tomando en

cuenta el hecho que glk ~ n'*, se obtiene que

1__

) 8nG
- hlk ~
> L]

—Tik.
C4
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Usando (2.21) en la ultima expresion, se sigue
que
Tk,

_ikj o BTG
G J = La

(2.25)

[

(i) A continuacion, se definen las siguientes
cantidades:

GOOi ::iEi

= Ef (2.26)
y 2
Al = %E‘“’, (2.27)

donde E; son las componentes del campo

gravitoeléctrico y A* son las componentes de los
potenciales  gravitoelectromagnéticos. ~ De
(2.25), se ve que

8mG

00i 00

G = C4T . (2.28)
Ademas, se conoce que las componentes
contravariantes del tensor energia-momento

vienen dadas por ([3])

TH = gikPc — (Pc + E)ulu¥, (2.29)
donde P es la densidad de momento, € es la
densidad de energia y u’ son las componentes
contravariantes del cuadrivector velocidad.
Tomando i = k = 0 en (2.29), se consigue

T2 = ¢%Pc — (Pc + E)uul. (230

Por otro lado, el intervalo de tiempo propio esta
dado por

ds? = goodx®dx® =~ dx°dx°,

donde en la tltima relacion se ha usado la
aproximacion de orden cero para la métrica del
espacio-tiempo. De la ultima expresion, se
observa que

dx® dx®
wOu° =

ds ds

Q

1. (2.31)
Reemplazando (2.31) en (2.30), se obtiene que

T =~ Pc — (Pc + &)

=—-€ = —pc, (2.32)

donde p es la densidad de masa. Reemplazando
ahora (2.26) y (2.32) en (2.28), se tiene que

2 0E, 8nG
cZoxt ~ 3 P
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De la ultima expresion, se consigue

0E) — 476G
o~ V' E;g=—0p.
0x0 c
Luego,
V-E, ~ —4nGp,, (2.33)
donde
P 1 9E)
P = imeG ot (2.34)

se denomina, de aqui en adelante, densidad de
masa-espacio-tiempo.

(ii) Usando ahora (2.26), se obtiene

i k
GOOi _ GOOk - 3 aEg _ aEg ]
K oz axk ax

Considerando  solamente las componentes
espaciales en la ultima expresion, usando (2.20)
y el hecho que las componentes contravariantes

hY son dos veces diferenciables, se tiene que

2 [0E  OES
cz|oxP  ox“

1[ §2h0« 92hoB
T2 [axﬁaxo B axoaxa]'

Usando ahora (2.27) y la suposicion que las
componentes contravariantes h* son dos veces
diferenciables, se consigue

0E¢ OE; [BA“

0AFP
axP  9x* 9x° ]

axB  9x«

De la ultima expresion, se concluye que

7o 195
V x Eg =—To (2.35)
donde
Bg =V XA (2.36)

es el campo gravitomagnético.

(iii) De (2.36) y suponiendo que el campo

—_—
vectorial A es dos veces diferenciable, se
deduce que
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(2.37)

(iv) Tomando i =0 y k=a en (2.25), se
obtiene

Oaj 8mG
GY . o~ -2
)] c4

T, (2.38)
Sin pérdida de generalidad se considera a = 2
en la dltima expresion, para los otros casos
a €{1,3} se procede de forma similar.
Desarrollando la suma en j en (2.38), se
consigue

020 021 022 023
G o— G =G, =G 3

8nG
~ —:—4T°2. (2.39)
De (2.20), (2.26) y (2.27), se tiene que
102 7,00
020 — 1 dh _ dh
2\ dx, Ox,
_1(0R%  9R%?
— 2\ax, dx,
2
— _GOOZ — _C_zEgz'
702 701
G021 — l dh B dh
2\ 0x; Ox,
_ 2 (042 oA
T c2\dx; Ox,
2
= c_Zng’
1,02 1,02
G022 _ l dh _ dh
2\ dx, Ox,
=0
Y 1,02 5103
023 — l dh _ dh
2\ dx3 Ox,
_ 2 [(0A? 043
T c2\dx; Ox,
2
= —;Bg .
Reemplazando ahora las Ttltimas cuatro

expresiones en (2.39), se deduce que

20E; 20B; 2 0B
¢3 0t c¢?20x c? oz
8nG
~ 02
=~ _C_4T .
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Luego,
2 3
_laEg 3 aBg (')Bg1 o _47‘[G 702
c ot Ox 0z c? '
Asi,
47‘[G 10E?
(VxB,) ~ 7024+ -—2
c 0Ot

A continuacidon, se define la densidad de
corriente de masa-espacio-tiempo, dada por

E = (TOI, TOZ, T03).

Entonces,
(VxBy) =

Como se menciond al inicio de este item y
procediendo de forma similar a lo realizado para
el caso a = 2 arriba, s¢ obticnen expresiones
analogas a la ualtima relacion, pero
reemplazando el superindice 2 por 1 y 3,
respectivamente. Por lo tanto,

16E2
c at

47TG

4G

—= ot

10Ey

VX B, = el (2.40)
Tomando en consideracion (2.33), (2.35), (2.37)
y (2.40), se obtiene el siguiente sistema de
relaciones gravitoelectromagnéticas de tipo
Maxwell en la aproximacion de campos débiles

no relativista

B o= 195
VXEg_ cat’
V-E, ~ —4nG ,
g 4Gpg L0 (2.41)
—_— w6 —
VXB; = — ]g t,
kv-Bgzo.

Finalmente, se observa que los sistemas (1.9) y
(2.41) estan relacionados a través de la

aproximacion § =~ CE.
3. CONCLUSIONES

(1) El sistema lineal de relaciones para los
campos gravitoelectromagnéticos (2.41), en el
espacio vacio 'y considerando campos
gravitacionales débiles, esta dado por
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G.1)

De (3.1), se obtienen las siguientes dos
ecuaciones hiperbolicas
AE, ~ — O°Fy
9 ¢2 9t2
y
_, 10%B,
ABg _2 atZ ’

las cuales han sido validadas experimentalmente
por medio de la deteccion de ondas
gravitacionales ([4]).

(2) El sistema (2.41) es semejante al sistema de
ecuaciones de la teoria electromagnética de
Maxwell. Asi, se muestra una analogia entre la
teoria de los campos electromagnéticos y la de
los campos gravitoelectromagnéticos en la
aproximacion lineal de la relatividad general.

(3 Usando la aproximacion de campos
gravitacionales débiles se ha obtenido el sistema
lineal (2.41) a pesar que las ecuaciones de
campo de Einstein son altamente no lineales.

(4) El término

1 0E
4mcG Ot

en la expresion (2.34) de la densidad de masa-
espacio-tiempo no es considerado en la teoria
clasica de Newton, sin embargo, contribuye al
valor de la densidad de masa efectiva y esta
asociado a la curvatura del espacio-tiempo en la
aproximacién de campos gravitacionales
débiles.

(5) Por medio de métodos de cuantizacidon para
campos clasicos, usuales en la electrodinamica
cuantica, se podria pensar en la posibilidad de
generar un modelo de cuantizacion del campo
gravitacional. Esto sera llevado a cabo en un
trabajo futuro.
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