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FINITE VOLUME METHOD)
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Resumen. En este trabajo se desarrollaron y se compararon algunos esquemas numéricos para resolver la ecuacion diferencial de Richards
unidimensional. En el tiempo se uso un esquema de Euler backward, y para el espacio el método de voliimenes finitos, con diferentes formas
de ponderacion de la conductividad hidraulica. Se probo los esquemas con una malla temporal uniforme con pasos de tiempo de 60, 720,
2160, 3240 segundos y una malla espacial también uniforme de 0.6, 3, 6 y 9 centimetros se analizaron los resultados a 2 horas con una

profundidad de 60 centimetros.

Palabras clave: Ecuacion de Richards, Picard modificado, Método de volumenes finitos, Van Genuchten.

Abstract. In this work, some numerical schemes were developed and compared to solve the one-dimensional Richards differential equation.
In time, an Euler backward scheme was used, and for space, the finite volume method, with different ways of weighting hydraulic
conductivity. The schemas were tested with a uniform temporal mesh with time steps of 60, 720, 2160, 3240 seconds and a uniform spatial
mesh of 0.6, 3, 6 and 9 centimeters. The results were analyzed at 2 hours with a depth of 60 centimeters.

Key words: Richards equation, modified Picard, finite volume method, Van Genuchten.

1. INTRODUCCION

El flujo no saturado a través de medios porosos
tiene muchisimas aplicaciones en la ingenieria por
lo que es de vital importancia para la sociedad,
algunos ejemplos en este sentido son los flujos de
aguas subterrdneas, la dindmica de humedad en
materiales de construccion, también es importante
en la agricultura ya que el flujo de agua en el suelo
tiene un efecto significativo en el crecimiento de las
plantas, por mencionar algunas. Es por esto que
resulta indispensable estudiar y entender claramente
este fenomeno el cual es descrito por la ecuacion de
Richards, que es una ecuacion diferencial parcial no
lineal degenerada de la cual no se conocen
soluciones analiticas por lo cual resulta
indispensable el desarrollo de esquemas numéricos
eficientes que permitan obtener soluciones
numéricas.

El flujo de agua a través de un medio poroso tanto
en la zona saturado como en la zona vadosa o no
saturado es matematicamente descrito por la
ecuacion de Richards, esta fue propuesta por
Richards en 1930 para mayor informacion ver
([10]). La ecuacién resulta de combinar la ecuacion
de conservacion de masa o ecuacion de continuidad
([11]), y la ley de Darcy-Buckinghan ([2]).
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Generalmente se presentan tres formas principales
de la ecuacion de Richards: En términos de presion,
del contenido de humedad y la forma mixta, en este
trabajo se considera la ecuacion de Richards en su
forma mixta asi:
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En la ecuacién (1), W representa la cabeza presion,
0 es el contenido de humedad, z es la profundidad,
K la conductividad hidraulica del medio poroso, t
es el tiempo y f es el termino representa las fuente
o sumideros fuente.

De manera general cuando se modelan procesos de
infiltracion de agua en una sola capa de suelo las
funciones 8 y K son funciones de W. En base a
resultados experimentales diferentes curvas se han
propuesto para describir la dependencia entre K, 6 y
W, una de las mas usadas son las ecuaciones de Van
Genuchten ([5]) las cuales escribimos a
continuacion
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Donde 6ges el contenido de humedad saturado, 6,
es el contenido de humedad residual, K;es la
conductividad hidraulica saturada y a,n,m son
constantes propias del suelo. En la zona saturada es
decir donde los poros se llenan completamente de
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agua se tiene que ¥ > 0 y ademés K = K, 6 = 6,
lo que significa que 6, K son constantes, por lo tanto
la ecuacion de Richards en términos del contenido
de humedad deja de tener sentido. Mientras que si el
flujo es no saturado es decir los poros contienen
agua, aire o una combinacion agua-aire se tiene que
Y < 0, siendo ademas 6, K funciones no lineales de
Y. Por otro lado, la ecuacion de Richards se

26 e
degenera cuando i 0 caso de difusion rapida, en

todo caso la region de degeneracion depende de la
saturacion del medio por lo que estas regiones no
pueden ser conocidas a-priori y pueden variar en el
tiempo y en el espacio, por lo expuesto
anteriormente la ecuacion de Richards es una
ecuacion altamente no lineal degenerada, ademas,
es tipico de estos problemas la baja regularidad de
las soluciones ver ([1]), es por esto que el analisis y
disefio de esquemas numéricos para la ecuacion de
Richards es muy complicado, en cuanto a la
existencia unicidad y regularidad de la solucion de
esta ecuacion fue analizada en la década de 1980
por Alt y Luckhaus para mayores detalles ver ([1]).

2. ESQUEMA NUMERICO
Considere la ecuacion unidimensional de Richards
en forma mixta que modela el flujo vertical de agua
en el suelo en condiciones de no saturacion con
condiciones de frontera de Dirichlet y su condicion
inicial.
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Y(0,t) = ¥,(t) para t€[0,T]

Y(z,0) =g(t) para z € (a,0)

Donde K y 8 son como en (2 y 3), a <0 es una
constante asociada con la profundidad del suelo y
T >0 es una constante positiva asociada con el
tiempo.

La ecuacion de Richards no tiene una solucion
analitica general, por lo tanto, es necesario el uso de
aproximaciones numéricas. Se presentaran algunos
esquemas implicitos en el tiempo para resolver la
ecuacion de Richards en forma mixta (4).

Primero discretizaremos en la variable temporal, en
la ecuacion (4) con un esquema de Euler backward
segiin ([7]) esto se debe dos razones, la necesidad
de una discretizacion estable permite pasos de
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tiempo largos y la baja regularidad de la solucion
que no soporta cualquier esquema de alto orden en
cuanto a la discretizacion espacial existen muchas
mas opciones posibles. Para esto definimos At =
T/M donde T es tiempo total de simulacién y M es
una constante que tiene que ver con el nimero de
nodos de la malla temporal. Usando siguiente

notacion 9(‘}’(2, tk)) =0, la discretizacion
temporal es como se sigue:
06 BOs1 — Ok
at At
Ok+1=0k _ i( alpk+1) K41
At oz Kk+1 0z + 0z (5)

Segtn los trabajos de Celia ([3]),([4]) y ([6]) la
discretizacion con un esquema de Euler backward
de la forma basada en la cabeza de presion arroja
resultados pobres, caracterizados por un gran error
en el balance de masa y estimaciones erroneas de la
profundidad de infiltracién, en contraste con la
discretizacion de la forma mixta que produce un
correcto balance de masa aun cuando debemos
seflalar que un correcto balance de masa es una
condicion necesaria pero no suficiente para obtener
una solucion correcta segun estos mismos autores
para linealizar la ecuacion (5) con un esquema de
Picard modificado aplicamos primero un esquema
de Picard estandar de la siguiente manera:

Okt =6k _ 0 ( n 6‘?’,21}) _ 0Ki -0
At 0z k+1 5, 0z

(6)

Luego usamos una aproximacion de 6571 mediante

un polinomio de Taylor de primer orden en una

vecindad 67, asi:

9}?:11 = Ojyq t+ Cl?+1(Lpl?-:11 s %) @
e
Donde CJ,; = a}:;l'

Reemplazando (7) en (6) y reordenando algunos
términos se tiene que

Cn (1pn+1_1pn )_Ati Kn aq";cli% _
k+1 k+1 k+1 9z k+1 e

At — g, — oy, )
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Tenemos que

Sumando At;—z(K,?+1 ) ambos lados de la

n+1 n
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A continuacion, discretizamos la variable espacial
para mayores detalles ver ([3]), ([8]) la formulacion
que se muestra es de hecho un esquema de volumen
finito 1D para una malla estructurada uniforme,
aunque las expresiones se parecen al esquema de
diferencia finita centrada. (ver Figura 1)

Figura 1:

Esquema volumen finito
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Para discretizar espacialmente utilizaremos el
método de volumenes finitos para cual
subdividiremos el dominio (a,0) en voliumenes de
control iguales o también Illamadas celdas he
integraremos toda la ecuacion (9) sobre el volumen

1 1
de control entre z — 5 Y Z+5 como se muestra a

continuacion
J‘Zi+1/2 Ch, . (s +1) f H'_At (Kn Bsﬂii) —
Ziiajp 1 €k o k+1 75,
2
z 1 z 1 Z. 1 ggh
L+— i+5 gn _ i+5 k+1
|70 — [,"2 084 J,rrae= +
-3 i-3 -2
n
Zi+1/2A i(Kn aq’k+1) 1
fzi—1/z taz k+1™ 52 ( 0)

Aplicando el teorema fundamental del célculo y el
teorema de la divergencia de Gauss en la ecuacion
(10) se tiene que

1. n+1, z+—
ni+= ask+1

k+1(EZIiL)AZ — At az

K.,

6 n+1, l——

€ i i

k+1 — pi _ pni
Kopr? | = ging — o, Az +
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Para aproximar —ktL k(;zl aplicamos

diferencias finitas centrales
los términos se tiene que

a (11) y reordenando
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El tema de seleccionar un método apropiado para
calcular la conductividad hidraulica (Ki +l)de la
—2

interface (también referido en la bibliografia como
interconexion, interbloque, interface o
conductividad del internodo) ha sido extensamente
discutido e identificado como una cuestion de gran
importancia para la calidad y la estabilidad ([6]).

Se han propuesto varias técnicas en la literatura
(véanse, por ejemplo, ([3]) y ([6])), algunas de las
cuales se resumen aqui:

1. Media aritmética
_Kit+ Kiny

2. Media geométrica

3. Media armonica

4. Media ascendente

— & + Ziy1-Zi >0

_ {Max(Ki. Ki+1) Si €41
— & + Zit1-Zi <0

Min(Kl Kiil) Si Eit1
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Usando cada una de estas ponderaciones se tiene
esquemas completamente diferentes, en este articulo
se compara estos esquemas en términos de

exactitud.

3. CONJUNTO DE DATOS

Dado que no existe una solucion analitica conocida
para la ecuacion de Richards, para contrastar la
exactitud de los diferentes esquemas se tomo
referencia el programa elaborado por Naula-Albuja
([9]), este usa el método de elementos finitos con un
esquema de linealizacion de Newton. Se ha tomado
una malla bien fina tanto temporalmente como
espacialmente, esta tipo de validacion fue
presentado en los trabajos de Celia ([4]) y ([6])-

Los siguientes parametros del suelo fueron usados
en el modelo de Van Genuchten ([5]), estos fueron
utilizados por Celia ([4]), y posteriormente han
sido empleados como referencia por varios autores.

0, = 0.3687%,
mn 3

6, = 0102
a =0.0335 ¢cm™1,

1
m=1--,

n
n=2,
K, = 0.00922%
Las condiciones de borde y frontera son:
¥(0,t) = —1000 cm,
Y(—60cm,t) = =75 cm,
WY(z,0) = —1000 cm.
El tiempo de simulacion fue hecho para 2 horas.

4. RESULTADOS

Una primera comparacion se hace tomando una
malla bien fina entre todas las comparaciones de
ponderacién para la conductividad hidraulica y el
programa de Naula-Albuja ([9]) que se le tomo
como solucion exacta. Los diferentes esquemas
implicitos y el programa de Naula-Albuja fueron
hechos en el programa Matlab version 2014b y
fueron ejecutadas las simulaciones en un
computador con un procesador Intel(R) Core(TM) i-
7-4790 CPU@3.60Hz con 16 RAM.

Cuando la malla temporal y espacial es bien fina
todas las ponderaciones son buenas aproximaciones
excepto la media armonica esto se observa clara

mente en la Figura 2 que esta alejada de la solucion
Figura 2:

Comparacion de esquemas Az = 0.1,At = 0.1
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exacta, es decir con la ponderacion de la media
armonica se subestima el frente himedo.

Ahora veremos qué tan sensible son los esquemas
implicitos al cambio de malla temporal y espacial.
En la Tablal. se observa los diferentes tipos de
ponderaciones con sus respectivos errores relativo
(para mayores detalles del calculo del error ver
([6])) para distintos tamafios de malla, es asi que la
ponderacion con la media aritmética es la mejor y
el error se reduce significativamente cuando la
malla es mas fina a diferencia de la media armonica
que da aproximaciones malas con grandes errores
este hecho también se puede ver de manera grafica
en la Figura 5

Tabla 1:
Tabla de errores fijo At = 1seg
Media Media Media Media

Az(cm) . . . .
Aritmetica |Geometrica| Armonica |Ascendente
0.6 1.12 1.14 151.16 2.22
3 6.49 14.97 165.16 11.74
9.98 40.24 141.15 14.41
9 30.92 11.81 2.46 31.08

Como era de esperarse los esquemas numéricos
estudiados no son tan sensibles al paso de tiempo
aun cuando uno toma pasos de tiempo muy grandes,
esto se puede observar en la Tabla 2. Aqui se puede
ver que las ponderaciones de las medias: aritmética
y geométrica son igual de buenos aun cuando la
malla temporal es grande a diferencia de la media
armoénica que con pasos de tiempos pequefios no
dan buenas aproximaciones, pero a pasos de
tiempos grandes las aproximaciones aparentemente
son mejores, aun asi, nosotros pesamos que esta
ponderacion no es recomendable para resolver este

tipo de ecuacion no lineal.
Tabla 2:
Tabla de errores fijo Az = 0.6cm
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At(seg) Media Media Media Media
Aritmetica |Geometrica| Armonica |Ascendente
60 1.02 0.49 149.34 3.03
720 1.52 1.06 14.16 3.15
2160 3.58 3.46 3.30 4.03
3240 4.50 4.36 4.20 5.14

Lo dicho anteriormente se puede ver de manera
grafica en las Figuras 7,8 para la media aritmética y
geométrica respectivamente y en la Figura 9 para la
media armonica

Figura 3:
Efecto de At = 0.1 s, media aritmética
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Podemos ver que en la Figura 3 que el esquema con
la media aritmética es muy sensible al cambio de
malla espacial. Es claro que la malla mas fina
produce un resultado mas preciso mientras que si el
tamafio de malla es mas grueso produce un gran
error sobre todo en el frente himedo, en el caso de
la media aritmética este frente humedo es mucho
mas rapido.

En la Figura 4 y Figura 5 se observa los esquemas
con una ponderacion geométrica y armonica
respectivamente. Al igual que la con la aritmética
son muy sensibles al cambio de malla, dado que con
tamafios de malla grandes se producen grandes
errores por ejemplo con un tamafio de malla de 6
centimetros se producen errores 40.24 y 141. 15
respectivamente. En el esquema con la geométrica
parece ser que con mallas finas el frente himedo es
mas lento mientras que con mallas gruesas este es
mas rapido en cambio el esquema con la armoénica
el frente hiimedo es mas lento es decir se
subestimado.

Figura 4:
Efecto de At = 0.1 s, media geométrica
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Figura 5:
Efecto de At = 0.1 s, media armoénica
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La ponderacion con media armonica es la que da los
peores resultados en comparacion con las otras
medias,

Figura 6:
Efecto de At = 0.1 s, media ascendente
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Figura 7:
Efecto de Az = 0.1, media aritmética
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Figura 8:

Efecto de Az = 0.1, media geométrica.
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Figura 9:

Efecto de Az = 0.1, media armoénica
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Figura 10:

Efecto de Az = 0.1, media ascendente
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Las Figura 7, Figura 8. y Figura 10 la posicion del
frente himedo en general esta bien descrita, incluso
con grandes pasos de tiempo. El efecto de aumentar
el tamafio de malla temporal At es que el frente
hiimedo cambia ligeramente no teniendo un cambio
brusco al comparar con la solucion de Naula-Albuja

([9D-
5. CONCLUSIONES

(1) Todos los esquemas son sensibles al cambio de
malla espacial y producen grandes errores con
mallas muy gruesas y por el contrario son muy poco
sensibles al cambio de malla temporal

(2) En términos de exactitud el esquema implicito
con la ponderacion de la media armonica es el que
da peores resultados con grandes errores aun cuando
la malla es muy fina por lo que no recomendamos
su uso para resolver este tipo de problema.

(3) La no linealidad de la funcién de conductividad
hidraulica juega un papel importante en la exactitud
de los esquemas, ya que ponderaciones diferentes
de esta funcion conducen a esquemas totalmente
diferentes. La ponderacion de la media aritmética es
la que mejor aproxima el problema con valores del
error  mucho mas pequefios que las demas
ponderaciones.

(4) La ponderacion de las medias de la
conductividad hidraulica es mas significativa con
mallas muy pequeiias. El tamafio del paso de tiempo
no fue un problema critico en las pruebas de
evaluacion comparativa y no parece afectar de
manera significativa la precision de las soluciones.
Esto lleva a una conclusion practica: es mejor
simular con pasos de tiempo relativamente grandes
y mallas espaciales finas que con pequefios pasos de
tiempo y con mallas espaciales gruesas.
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