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TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWER
(THEOREM OF THE FIXED POINT OF BROUWER)

Medina Viloria Jestis!, Vivas Cortez Miguel?

Resumen: En este articulo presentaremos una demostracion breve y elegante del Teorema del punto fijo de Brouwer
procedente de [3]. En dicha demostracion solo se involucra el concepto de homotopia en términos de relacion de equivalencias.
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Abstract: In this article we will present a brief and elegant demonstration of Brouwer's Fixed Point Theorem from [3]. In this
demonstration only the concept of homotopy is involved in terms of equivalence relation.
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1. INTRODUCCION

Los teoremas de punto fijo son algunas
herramientas matematicas mas utilizadas para
probar la existencia de conceptos de solucion, o
de equilibrio, en la teoria econdmica (ver [2,
5]). Un punto fijo de una funciéon f: E-E
es un elemento x € E que satisface que f(x) =
x, es decir, el punto fijo de una funcion es un
punto x €E y cuya imagen bajo la misma
funcion es el mismo x. El teorema de punto
fijo que se desarrollara en este trabajo es el
teorema de Brouwer, en honor al matematico
holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer
(1881-1966). Este teorema es usado como
herramienta principal para demostrar el famoso
teorema de la curva de Jordan, debido a
Maehara (ver [4]). La version mas util del
teorema (ver [1]) sefiala que:

Sea K € R™ un conjunto convexo y compacto
y sea f: K = K una funcion continua. Entonces
f tiene un punto fijo. En [3] los autores
presentan la siguiente definicion de homotopia
y de aplicaciones homotopicas.
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Definicion 1.1 ([3]). Sean E=Ze¥ espacios
topologicos. Una homotopia de =a ¥ es una
aplicacion H: E X I = W continua, donde /=[O0,
1]. Dos aplicaciones continuas f,g: 2 - ¥
son homotopicas, y se denota f ~ g, si existe
una homotopia H de E en YV, tal que, H, =
fyH; = g, donde H,(x) = H(x,t),V(x,t) €

= X 1.

En lo que sigue denotamos A ) el disco

abierto o bola abierta con centro x, y radio 1, X!
es el circulo unitario.

2. RESULTADOS PRINCIPALES

El siguiente resultado establece la propiedad
basica del concepto de homotopia.

Lema 2.1. La relacion de homotopia es de
equivalencia.

Proof. Sean f,g,h: E - ¥ funciones
continuas entre los espacios topolodgicos = e V.
a) Reflexiva.

Basta tomar H(x,t) = f(x),V(x,t) € E X L
Luego H es continua y ademas Hy = f = H;.
Asi, f ~ f.

b) Simétrica.

Si f ~ g entonces existe una funcion continua
en H: EX1->Y¥ con Fy =f, F; =g Ahora
definamos H: EXI-Y como H(x,t) =
F (x,1 —t). Por otro lado,

tel=>0<t<1
=>0=>2-t = -1
>1=21-t=20
>1-tel
Asi, H(x,t) es continuaen E X [(yaque Fes
contimmaen =2 X )yHy=F, =gyH; =
FO =f
Por lo tanto, g ~ f.

¢) Transitiva.
Supongamos que f~g y g~ h, entonces
existen F,G: Z X I - ¥ continuas con Fy = f,
F,=9,G,=g9, G, = h.
Definamos H: Z X I —» ¥, como,
F(x,2t) si0<t<1/2
HGx ) = {G(x,Zt —1) sil/2<t<1/2
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La aplicacion H esta bien definida porque si t =
1/2  entonces, F(x,2t)=F, =9g=Gy,=
G(x,2t — 1).
Por otro lado,

te[1/2,1]=>1/2<t<1
>0<2t<1
=>2tel

Luego, H es continuaen E X [0, 1/2], (ya que
F loesen E X 1).
Abhora,
tel1/2,1]=>1/2<t<1
=>1<2t<2
=20<2t-1<1
=>2t—1€l

Asi, H también es continua en Z X [1/2, 1], (ya
que G lo es en = XI). Luego como H es
continua en los dos subconjuntos cerrados, = X
[0, 121 y E X [1/2, 1] de EX 1, entonces H
es continua en EX1 y ademis H,=F, =
fyH =G, = h.

Por lo tanto, f ~ h.

El proximo lema es el primero de una serie de
cuatro cuyo objetivo final es demostrar que la
aplicacion identidad de X! en X' no es
homotépicas a una aplicacion constante. El
siguiente lema nos garantiza que las
aplicaciones no sobreyectivas que llegan a S1
tienen un logaritmo continuo.

Lema 2.2. Si f: » X' es una aplicacion
continua con f(Z) # " entonces f tiene un
logaritmo continuo.

Proof. Sea q€R, tal que e’ ¢ f(Z) (pues
por hipbtesis existe u €X'\ f(E)). La
aplicacion exp: (q,q + 2m) —» X'\ {9} ,
definida como exp(t) = e’ = (cost, sent) es
un homeomorfismo y Illamaremos L a su
inversa, la cual es continua.

Luego como la imagen de f estd dentro del
dominio de L entonces podemos definir a
@:Z » R, como @(x) = L(f(x)),Vx EE, la
cual es continua y ademas se cumple que,

e = glLUM) = f(x),Vx € 2.
Por lo tanto, f tiene un logaritmo continuo.

Lema 2.3. Sean fi, fo: E = ' funciones
continuas con

Ifi = faol = sup{lfi(x) — L()|:x€E} < 1

Entonces f, tiene un logaritmo continuo si y
solo si f, también lo tiene.

Proof. Definamos h: 2 — X' como,
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fi(x)
h(x) = .
fa(x)
Entonces,
AN _
06O =11 = [ 275 =1| = 1) = £ < 1fi ~ £l

<1

Luego ~ no es sobreyectiva, ya que si —1 €
h(x) entonces |-1—-1]=2>1, asi —1¢
h(Z). Aplicando el lema anterior, existe @: & —
R continua, tal que, h(x) = e®®,

(=) Supongamos ahora que f; tiene un
algoritmo continuo, es decir, existe @; — @ :
E — R es continua. Luego,

10100

f2(x)

()
fa(x)

=h(x),Vx €EZ = =) yx e =
= fo(x) = ! @100 vy € =
= f,(x) = '@ yx € =,

Por lo tanto f, tiene un algoritmo continuo.

(=) Supongamos ahora que (=) tiene un
logaritmo continuo, es decir, existe @,:Z = R
continua, tal que, f(x)=e%®W vxeE;
entonces P, — @ : E — R es continua. Asi,

()
f2(0)

fo(x) i0
— (x) =
010,00 =e ,Vx ekx

= f1(x) = el @400 yx € =
= fi(x) = el@*0® yy € .

=h(x),Vx €EZ =

Por lo tanto f; tiene un logaritmo continuo.

Lema 2.4. Sea Z compacto y H:Z x1— !
una homotopia. Entonces Hy tiene un logaritmo
continuo si y solo si H, tiene un logaritmo
continuo.

Proof. Como : Z X I es compacto y H continua,
entonces H es uniformemente continua, en
particular existe n € N; tales que, para (s,t) €
I?

|s—t|<1/n=|H(x,t) —H(x,s)| < 1,vx €=

Sea f; = H;/y,, donde j € {0, ...,n}, y esta bien
definida ya que j/n € I, entonces,

G+ 1D)/m=j/ml=1/n=|Hx G+ 1)/ <LvxeE
= |fi+1(0) — fi)| <1, vx € E.

Luego aplicando el Lema anterior, se tiene que

fj+1 tiene un logaritmo continuo si y sélo si f;

tiene un logaritmo continuo, lo que reiterado el
proceso desde 0 hasta n, se tiene que, fy = H,
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tiene un logaritmo continuo si y sélo si f,, = H;
lo tiene.

Lema 2.5. Sea E compacto y f:E— 3! una
aplicacion continua; f es homotdpica a una
aplicacion constante si y solo si f tiene un
logaritmo continuo.

Proof. (=) Sea H: Z x I - X' una homotopia
con Hy=f y H, =c , constante. Como H;
tiene un logaritmo continuo, ya que existe
@(x) =q,vx €=, con q € R, e = c. Asi,
Hy = f tiene un logaritmo continuo, (por el
lema anterior).

(&)Supongamos que f tiene un logaritmo
continuo, es decir, existe Y : = — R continua,
tal que, f(x) = e¥®

Ahora definamos G:Z xI1- X! como
G(x; t) = e¥™  es continua y ademas G, = 1
yG =f.

Por lo tanto f es homotdpica a una constante.

Corolario 2.6. Sea ne Z\ {0} y sea y,(z) =
z". Entonces n no es homotdpicas a una

aplicacion constante.

Proof. Supongamos por absurdo que ¥, es
homotépicas a una aplicacidbn constante
entonces por el lema anterior y, tiene un
logaritmo continuo, es decir, existe 3: Z — R,
continua, tal que, ¥,,(x) = e?™°® (donde @ es
el resultado de dividir el logaritmo continuo que
proporciona el lema anterior por 21).

Luego dado x € 2%, existe # € R, al que, x =
e?™ 1o cual se sustituye en la igualdad
anterior, se tiene que,

P i 2mif
ezrune — eZm(Z)(e )

Asi pues, la funcion f : R — R, definida como
£(8) = @(e?™), es continua y ademds,

2nmif

e — Zni((b(ez’”g)—ne)

2mi@ (eznm)—ZnniG

|
PN N S S

2mip(e?™?) ,~2nmio

2nmif e—2n7ti9

Asi, €0 = (cos2nf(6),sen2nf(9)) =
(1,0), lo que ocurre si y solo si f(0) es entero,
esto es, f(R) c Z. Como f es continua, R es
conexo y las tinicas componentes conexas de Z
son los puntos, entonces f es constante.

Pero,
Log(y,(1)) Log(1
£(0) = 0(1) = "ggn.( ) _ "Zgn(l.)

f)=0E*™) -n=0(1)—n=-n

Lo cual contradice que f es constante.
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Corolario 2.7. La aplicacion identidad de 2*
no es homotopicas a una aplicacion constante.

Proof. Haciendo n = 1 en el corolario anterior
se obtiene lo pedido.

Con este ultimo corolario tenemos todas las
herramientas necesarias para la demostracion
que a continuacion se presenta del Teorema del
punto fijo de Brouwer.

3. TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE
BROUWER

Teorema 3.1. (Teorema del punto fijo de
Brouwel‘.)

Sea f : Aw;1y = Cuna aplicacion continua con
f(hH c Z(O;l). Entonces existe un punto x €
Ao,y tal que, f(x) = x.

Proof. Supongamos por absurdo que f(x) #
x,Vx € A(g,1), y definamos g: ' — 3%, como:

g =r(u-fw),

donde r : €\ {0} = 2%, se define como:

z
r(z) = —.
|z

Luego g es una composicion de funciones
continuas, y tal composicion es posible ya que
u— f(u) no se anula para ningin u €
2 (puesto que f(Z 1) € A,y yen el Ay no
hay puntos fijos) asi g esta bien definida y es
continua.

Sea H: X' x I - C la aplicacion continua,
H(u; t) = u—tf(uw).
Dicha aplicaci_on no se anula ya que:

e Sit =1, entonces H(u; 1) =u—
tf(u) # 0,vu € 2*.
e Ahora si t <1, entonces, tf(u) €
int(Ag1) (ya que u €
Sty fehH e Z(o;1)), que nunca sera
igual a u ya que u esta en la frontera
del disco.
Luego se puede definir F=roH: X' x1 -
31 y ademas, Vu € X7, se obtiene que:

Fo(u) = (r 0 H)o(u) = r(Ho(u)) = () = % =,
Fy(w) = (r 0 H)y () = r(u — f(w)) = g(u).

Asi, Fy = i1y F; = g, es decir,

G.1)

ly1~(g-
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Por otra parte, sea G: X' x I - C la aplicacion

continua,
G(u,t) = tu— f(tw).

Dicha aplicacion no se anula ya que tu, con
0 <t < 1, esta contenido en el disco y f no
tiene puntos fijos en el. Asi se puede definir la
siguiente composicion,

B=10G: 2 xI-zx.

Y ademas, Yu € I1, se cumple que,

By(uw) =(roG)y(uw) = r(—f(O)), es una constante
By(w) = (r 0.6, () = r(6,0)) = r(u = f() = gCa).
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Asi se tiene que,

(3.2) r(—f(0))~g.
Luego por (3.1) y (3.2) y usando la simetria y
transitividad de la relacién de homotopia,

l'21 NT(—f(O)).
Lo que contradice el corolario anterior.
4. CONCLUSIONES

La principal contribuciéon de este articulo ha
sido la demostracion del teorema del punto fijo
de Brouwer, este teorema tiene multiples
aplicaciones entre ellas el teorema de la curva
de Jordan, teorema de no retraccion de Borsuk y
el teorema fundamental del Algebra (ver [3]).
Esperamos que las ideas y técnicas utilizados en
este trabajo puedan ser ttiles para otros lectores
interesados en explorar algunas nuevas
aplicaciones de este teorema, tanto en ciencias
aplicadas como en ciencias puras.
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