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CONSTRUCCION DE M-ONDiCULAS EN R CON SOPORTE COMPACTO PARTE I
(CONSTRUCTION OF M-ONDICLES IN R WITH COMPACT SUPPORT PART 1)

Yenny Rangel', Miguel Vivas?

Resumen. En este trabajo hemos desarrollado una generalizacion de la construccion de 2-ond iculas hecha por Hernandez y Weiss

ver [HW] para el caso de M-ondiculas con M> 1.
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Abstract. In this work we have developed a generalization of the construction of 2-wavelets made by Hernandez and Weiss see

[HW] for the case of M-wavelets with M> 1.

Keywords: Wavelets, Multiresolution Analysis, Fourier Transform.

1. INTRODUCCION

Los algoritmos desarrollados por Burt y
Adelson en 1983 descomponen una sefial en su
tendencia y sus detalles utilizando un par de
filtros que capturan distintas propiedades de la
sefial (véase [BA]). En 1987 Y. Meyer y S.
Mallat describieron los algoritmos
anteriormente mencionados en términos de una
estructura llamada Analisis Multirresolucion en
donde la descomposicion en tendencia y detalles
se manifestaba en la invariancia por dilataciones
diadicas de la nueva estructura (véase [Ma]).
Conviene en ocasiones descomponer una sefial
en su tendencia y en “varios detalles”, cada uno
de los cuales capture distintas propiedades de la
sefial. En términos de Andlisis Multirresolucion
esto requiere desarrollar una construccion que
sea invariante mediante dilataciones por un
nimero entero positivo M > 1, lo que se hara en
la secciéon 2. En la seccion 3 se muestra como
esta estructura da lugar a una colecciéon de M —1
funciones, llamadas ondiculas, que capturan los
detalles de la sefial.
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El concepto de ondiculas con dilatacion

MM>1,MEe?Z) puede definirse
independientemente del concepto de Analisis
Multirresolucion.  Una  coleccion @ =

(1), ...,p(L)} es una M-ondiculas en L?(R)
si el conjunto

J .
{Mz¢<5>(M1x —k):keZjezs=12, L}

es una base ortonormal de L?(R). No es dificil
comprobar que la coleccion

(1.1)

(W)(w) =y+[sm(s+ 1)11:](“’),5 =12,.,.M -1

es una M-ondiculas. En todo este trabajo
definimos la transformada de Fourier de f como

fw) = f ) e odx,

de manera que el teorema de Plancherel se
escribe

1, .
15 = —II71,

Las funciones dadas en (1.1) tienen decaimiento
como 1 x en o y los coeficientes de los filtros
con ellas asociadas tienen una serie de Fourier

. 1
cuyos coeficientes decaen como > cuando k —

+ 0. Desde el punto de vista computacional es
aconsejable usar filtros que sean polinomios
trigonom"etricos. Estos dan lugar a funciones de
escala y M-ondiculas de soporte compacto. Es
importante destacar que las secciones 1, 2, 3 y 4
son una generalizacion de los resultados que
aparecen en [HW] para el caso M = 2.

2. ANALISIS MULTIRRESOLUCION
DE RANGO M SEAM

Un numero entero positivo y M > 2.
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Un analisis de multirresoluciéon de rango M
consiste en una sucesion de subespacios
cerrados lineales V;con j€Z, de L*(R)
satisfaciendo:

1.V, C Vs Vjez

2. f(x) €V siy solo si f(Mx) € V4
Z

3. Njez V] = {0}

4.njez Vi = L2(R)

vj €

5. Existe una funcién ¢ €V, tal que {p(x —
k): k € Z} es una base ortonormal para V.

La funcién ¢ cuya existencia es asegurada en
(5) se llama funcion de escala del andlisis
multirresolucion dado.

Algunas veces se rebaja la condicion (5)
asumiendo que {@(x — k): k € Z} es una base
de Riesz para V,. Esto es, para cada f €V,
existe una Unica sucesion {ay}xez € [2(Z) tal
que

F0) =) aeplx—k)

keZ

con convergencia en LZ(R) y

AZlaklz =< Z app(x — k)

keZ keZ

2
<B ) layl

2 kez

Con 0 < A < B < o constantes independientes
de f €V,.

Si este es el caso decimos que tenemos un
analisis de multirresolucion de rango M con una
base de Riesz. Observe que (5) implica que
{o(x — k): k € Z} es una base de Riesz para V,
cond =B = 1.

J .
P (x) = Mzp(M'x — k);
@or(x) = @(x — k); vemos que ¢, € Vy, Vk
€ Z por (5). Por otro lado, si j € Z, la condicion
(2) implica que {qaj‘k t k€ Z} es una base
ortonormal para V;.
Estas propiedades de un andlisis de
multirresolucion de rango M no son
independientes, como también sucede en el caso
M=2.
Teorema 2.1. Las condiciones (1), (2) y (5)
implican (3), incluso cuando (5) se sustituye por
la existencia de una base de Ries:z.

Sea como

Demostracion. Por reduccion al absurdo,
supongamos que existe una funciéon no nula
feNjez Vj; podemos asumir sin pérdida de
generalidad que ||f]|3 = 1. En particular f €
V_; para cada j € Z; por lo tanto, si escribimos

2.1 fi(x) = Mff(fo)

59

debemos tenerf; € Vy por (2). Por otro lado,
haciendo un cambio de variable se obtiene que
||f]||2 = ||f|l, = 1. Asumiendo que {goj_k 1k e

Z} es una base de Riesz podemos escribir

(2.2)
) =) o —k)

keZ

con convergencia en L2(R) y

2.3)

12
Ay lal <llsl; =1

kez
De (2.1) deducimos

- DA
(2.4) filw) =M72f(M™ w)
haciendo un sencillo cambio de variable.

Analogamente, de (2.2) deducimos

2.5)
fiw =) ale™¢ ().

keZ

Por lo tanto, de (2.4) y (2.5) se tiene que:

M) = fiw) = Y ale™ (),

kez
=m;(w)(w)
donde
m;(w) = Z aletw

keZ

es una funcion 2m-periddica. Ademds m; €

L?(T) por (2.3) y tiene norma < \/% :

Iy @) = [ (ol
- 2

dw
kez
m
< | j|? L
< ak| dw < dw
0 0o 4

kez
2

=

J,—ikw
ake

Asi se tiene que

f(w) = M2m;(M/w)p(MIw) para j € Z.
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Por la desigualdad de Cauchy-Schawarz
f |f(ﬂ’)|deM%<f] |<ﬁ(u)|zM-fdu> (f] |m,(u)|2M-idu>
- . 1 1
j Mian Mian
—wt( [ ipGorau) ([ pmyofau
MI2m Mi2m
1 1
* 2(1 Mlan
S(f - "”(“)'2‘“‘) (m |, mwl du>
Mi2m

Descomponiendo el intervalo [M/2m, M/4n]| en
M/ subintervalos se tiene:

1
am i
| |f(w)|dm< Itp(u)l du ( )

(fM,Z Ul du)’ (27")

Nl—=

Haciendo j — oo obtenemos que

41T
f |f(w)|da) =0

2
En consecuencia f(w) = 0 en casi todo punto
de [2m,4m]. Podemos aplicar el mismo

argumento a M%f (M'w) conl € Z para obtener
f(w) = 0 en casi todo punto de M'[2m, 47] con
1 € Z. Por lo tanto, f(w) = 0 en casi todo punto
de (0, ). Si aplicamos este argumento con el
intervalo [—4m,—2m] en lugar de [2m,4m]
obtenemos f(w) =0 en casi todo punto de
(—0,0) con lo cual se tiene que f(w) =0 en
casi todo punto de R. Esta contradiccion prueba
el resultado.

Teorema 2.2. Sea {V]-:j € Z} una sucesion de
subespacios cerrados de L?>(R) satisfaciendo
(1), (2) y (5); asuma que la funcion de escala ¢
de la condicion (5) es tal que || es continua en
cero. Entonces las siguientes dos condiciones
son equivalentes:

= L*(R);

® ¢00) #0 (i) Ujez V)

en cualquiera de estos dos casos |p(0)] = 1

Demostracion. (i) = (ii) Tenemos, por
hipotesis, que @(0) #0 y |P| es continua en
cero; por lo tanto |@(w)| # 0 sobre (—u;u)
para algun p > 0.

El espacio W =U,;V, es invariante bajo
traslaciones. En efecto, para probar esto primero
mostraremos que W es invariante bajo
traslaciones TM'm con I me€Zy M >2,M €
N. Fijo.

Sea f € W; dado M = 2 existe jo EZy h €V
tal que ||f — k|| < €. De (1) deducimos que h €
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V; para todo j = j, y usando (2) y (5) podemos
escribir

h(x) = Z cl p(Mix — k)

kE€Z

con convergencia en L2(R). Por lo tanto

_lmh(x) = h(x - M_lm)

= Zc,{q)(Mj(x - M-

kez
Sij=lL oM (x—-M") —k) =

@(Mix —M/7', —k) es un elemento de V;
puesto que M/~ € Z. Por lo tanto TM !, h €
Vi sij > 1, es decir que M=t h € W.si

Puesto que ltM~t, f — M~ k|, =
[|[f —hll, <€, cone arbitrariamente pequefio,
podemos concluir que W es invariante bajo
traslaciones del tipo TM~4,,.

Ahora para un x general, podemos encontrar m
y [, ambos enteros tal que M7, esta
arbitrariamente cercano a x, debido a la
densidad del conjunto {M~', :1 € Z,m € Z}
en R; por lo tanto

lm) —k);

”TM_lmf —Txf||2 < “‘L’M_lmf — '[M'lmh”2

H[tM ™tk = Tehl|, + llTch — Tefll
<e+ f [h(y — M™,) — h(y — x)?|dy
R
+lh = fll;

<e+e+e=3e

De aqui se deduce que W es invariante bajo
cualquier traslacion t,.

Supongamos que existe g € W+; entonces
g es ortogonal a todo f €W, y como W es
invariante bajo traslaciones tenemos que

0=ff(x+t)mdt VXER yVfEW
R

Puesto que 7_.f(w) = e f(w),
férmula de Plancherel se tiene que

por la

0= f eiox f(0)F (@) dw  VxeR

Como fgeL'(R) se deduce que f(w)G(w) =0
en casi todo punto w € R. En particular sea
f(x) = M/p(M/x) de manera que f € V; ¢ W
y  f(w)=¢Mw); por lo tanto
oM/ w)g(w) = 0 en casi todo punto w € R .
Como |p(M/w)| # 0 para w e (—M’p, MJp),
se tiene que §(w) = 0 en casi todo punto w
satisfaciendo |w| < M/pu. Haciendo j — oo se
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tiene que § = 0 en casi todo punto w € R. Asi,
W+ = {0}, en consecuencia U ¢z V, = L*(R).

(i) = (i) Sea f € L*(R) tal que f = X[=111]5
1212 _ 1

entonces ||f]13 = ;”f”z =— Si P es la

proyeccion ortogonal sobre V; entonces tenemos

que ||f - P]f|| — 0 cuando j — oo puesto que

W =U,e; V; = L*(R) . De este modo ||P]f||2 -

| l;cuando j —oo. Por lo tanto, si
J .
@jr(x) = M2p(M/x — k)

como {(p ikt k€ Z} es una base ortonormal de
V; tenemos que

2

Z <fi0jk> Pjk

k€eZ

2
1B £, =

—_ —
V[

2

cuando j —o
Aplicando Plancherel y el hecho de que f =
X[-1,1] tenemos que

IBllE = D 1< frope >I°

keZ

1 A 2
=g ), |<foic >

keZ

1 N
:Wz | F@m @i

KEZ

2

) 1 M . 2
=m — [ pweituq
=/ pGenidy

kez

Para j grande tenemos que [-M~/,M7~/] c
[-m,m] y esta tltima expresion es m/-veces la
suma del cuadrado del valor absoluto de los
coeficientes de Fourier de la funcion
X[_M—j’M—j](’/;; de este modo por la féormula de

Plancherel tenemos que

AL
1A= [ oGt
M

1 K
f [6G) |2au
-M

2nM~J -

Luego aplicando el teorema de diferenciacion
de Lebesgue tenemos que

1 M= 1, .
T -1 12du - ~1@(0)]? cuando ) - o

Como [|Bif||% -, por la unicidad del limite

podemos concluir que |$(0)]?= 1; por lo tantob
@(0) # 0.
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Finalizamos esta seccidon enunciando una
proposicion cuya demostracion puede verse en
[HW].

Proposicion 2.1. Si g € L?(R), entonces {g(x —
k) : k € Z} es un sistema ortonormal de L*(R) si
y solo si

D 1gu+2kmP =1
keZ

parac.tp u €R.

3. CONSTRUCCION DE M-OND’ICULAS
A PARTIR DE UN AMR

En esta seccion haremos la construccion tedrica
de ondiculas ortonormales. Sea W, el
complemento ortogonal de V,, en V;; es decir;
Vi=Vo®W,.SiW, = {f(M/x): f €Wy} se
tiene

Viqt =V, @ W, paracadaj € Z.
Ya que V; — {0} cuando j ——c0 vemos que para
todoj € Z se tiene:

J
Vi =V, ®W, = @ Wy

l=—c0
Ya que V; = L?(R) cuando j — +oo tenemos que

+00

L*(R) = @ w

j=—00

3.1)

Bastaria encontrar una base de W, para tener una
base de L?(R). Esta base deberia ser de la forma
{Wx —k),..,y'(x —k):k € Z} para tener
una base de M-ondiculas en L2(R).
Mostraremos que esto puede hacerse cuando
L=M-1.

Para ecllo consideremos Vo=W_,@PV_; vy

observemos que ¢ (%) € V_; cVypor (2);
luego por (5) podemos expresar esta funcion en
términos de la base {@p(x —k):k € Z} para

obtener

w(%) = Z g (x = k),

keZ

donde
Ao,k =f90(£)¢(x—k)dx.
R M

Llamaremos sucesion de escala a la sucesion

{aox : k € Z}. La convergencia de (3.2) es en

L>’(R) y Z laok|” < . Tomando transformada
kez

de Fourier obtenemos:
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M@(Mw) = f z Ao rp(x — k)e ™ dx
R

keZ

Z Aok f p(y)e Ot gy
R

keZ
> agr p@ee.

keZ

Escribimos

(33)  pMw) = my(e)p(w),

donde

mo(e) = 2> ag e
keZ

es una funcién 2m-periddica en L*(T) =
L*([-m,m]). La funcién mq(e'®) se llama filtro
de paso bajo asociado con la funcién de escala
Q.

Una propiedad importante del filtro de paso bajo
es la siguiente:

Lema 3.1. E! filtro de paso bajo asociado a la
funcion de escala @ cumple la siguiente

propiedad:

(3.4)

c.t.p w€R

Demostracion. Por la proposicion (2.1) tenemos
que:

Z lo(Mw + 2km)|? = 1.

keZ

Escribiendok =IM +m,l € Zm=0,..,M —
1 se tiene:

- 20M +mym_|?
> |<p(M(w )| =
m=04ez

Usando (3.3) podemos escribir:

M-1 ) ( )
5 (e )] o o+ 2250
m=0iez

M
Como my(e'®) es una funcion 2m-periddica
tenemos que

|
=

2 2

=1

62

o (o0+259)

M-1 2 2

A( +2mﬂ+21 ) =1

Z |‘p @M AT T
m=0

kez

Por lo tanto, de nuevo por la proposicion 2.1,
M-1
o 2mmy |2
m, <el(w+—M ))
m=0

=1
Continuamos con la construccion de las M-
ondiculas. Sean my(e'®),..., my_,(e'®)
funciones 2m-periodicas en L?(T) que
escribimos de la forma

m (eiw) — i Z a e—ikw
1 - M 1,k
keZ

. 1 .
my—_1(e*) = " Z ay-1 € ";

keZ

los coeficientes {ag,} cons =1, 2,.M —1 le
llamaremos coeficientes de ondiculas.
Definimos la matriz M (e'®) como

mo(cM—1eiw)
my (M —1giw)

mg(e'™)
my(e'™)

mo(Cei)
my(¢e')

mpr—1 (™) mpr_y({e’™) mar 1 (M et

i2mw

donde { = em M es una raiz M-¢ésima de la
unidad.

Definicién 3.1. Decimos que la matriz M es
unitaria si

MMt (z™) =1 cuando z =e'®.

Para s = 1,2,...M — 1 definimos ¥° mediante
P3(Mw) = my(e')P(w).Queremos demostrar
que si M(e'®) es una matriz unitaria entonces
{Ws(x—k): k€ Z,s = 1,2,....M — 1} es
un sistema ortonormal en L?(R) . Antes de

probar este resultado encontraremos
condiciones equivalentes a que la matriz
M(e') sea unitaria, que involucran los

coeficientes de escala y de ondiculas.

Proposicion 3.1. La matriz M(e') es unitaria
siy solo si

g A5k A5’ k+M1 = M6s,s' 6‘0,1

kez
conl € Z, s,s"€{0,1,...,.M —1}.

Demostracion. Es facil
M (e'®) es unitaria si y solo si

comprobar  que

3.5)

M-1 - @ @
2 (¢ () < 0,
dondes,s” € {0,1,...,.M — 1}.
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De la definicion de mg se deduce que si s,5" €
{0,1,..,M — 1},

Separamos los términos en los que k —n sea
multiplo de M de aquellos en los que no lo sea 'y
obtenemos:

1 . 2mm
_ —_—  —iM(wt——
65,5' - 2 g s i As' k+iM+r € ( M )
m=0 lez
keZ
M-1 )
[E—— ]y R PR
+ E Z Qs Qs ket iM+7 € (or57).
=1 leZ
=t %ez

i

Como ( = e es una raiz M-ésima de la
unidad no nula, ¥¥:17"™ =0 cuando =
1,2,...M—1. Esto 1mphca que el segundo
sumando de la expresion anterior es nulo y se

tiene
— il
ZMZ E Zas,kas’,kHMe Mo,

lez

Que es equivalente a

—ilM
[ MZ (z Qs As, k+lM> e ¢

lEZ \k€Z

Igualando coeficientes se deduce el resultado
enunciado.

Lema 3.2. Si ¢ es una funcion de escala para

un AMR, {Vj}jez, vy las m; son funciones 2zu-
periodicas entonces,

Wy ={f € L2(R): f(Mw) = Zs,wmm,(eiwm(w){

donde S; € L*(T) son funciones 2r-periodicas.
Demostracion.
W—l = VO e V—l 54 VO = V—l @ W—l'

Sif €V,

f0) =) ceple—k) con )|l <e.

kEZ keZ

Entonces

63

R

kez
por tanto

(3.6) Vo={fer’®: f(w) = l(w)p(w)},

con, | € L*(T) 2m-periddica.

Si f € V_; entonces f(M,) € V,; asi se tiene
que

1 /w R o
7/ G7) = @@ = f@
= s(M)Pp(Mw) & f(w)
= s(Mw)my(e)p(w);
por tanto
3.7

Voo ={f €1(®) : f(w) = s(Mw)m,(e)p(w)},
cons € L*(T) 2m-periddica

Para f €V, usando el teorema de Plancherel se
tiene que

1402
IIfllzZ(R) = E”f”LZ(R)

1
- f ()P ()2 do

20k+1)m
=22,

[1(@)?1@(@)]? dw
kEZ

Zan 11(@)21¢(w + 2km)|? daw

kEZ

B E Wtz )
Por polarizacion,
3.9)

1
< f.g >L2(R)=2—n<lf,lg>L2(T),f,g € V.

Sif eVyyf L V_ipor (3.7) y (3.8) se tiene
< Iy, s(Mx)my(e'®) >= 0Vs € L*(T) 2m-
periddica; es decir,

fznlf(w)s(Ma)) mg (e)dw =0
(3.9)

para toda s € L*(T) 2z-periddica.

Entonces
M-1 2(k+Dm

0=> fZK_HM L @)s(Mw)mg (@) dw

k=0
M-1 21 : 2km
- Z f"’ lf<a)+2k—n> (M(a) +%> o(el(w+7)>dw

- f:ﬁ”s (Mw) [1;) I <w + %) mg (e‘(“”zlwﬂ))} dw
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Vs € I*(T). Observe que s(Mw) es % -periddica
y por tanto la funcion

vt (w0 + 55 mg (e"(‘”z%) es ortogonal a todas
las funciones fw—" -periodicas por (3). Asi
S (0 + 25 my (e"(“"f%) =o,ct.w €T.
Ya que para casi todo ® los vectores

ety

k=0
sistema ortonormal y todos ecllos son

,j=1,...,M —1} son un

-1
(012
ortogonales al vector <m0 (el(‘”M))) r se
k=0

tiene que (3.9)

O )

en casi todo @ € T, para 4;(w) apropiado. Asi
paraj=1,2,. .M —1 tenemos que

Se tiene que

(3.10) N
My(w) = ; b (w0 + 20 m, (e5)),

paraj=1,., M —1.

Entonces

; 2m T _
Asi, A; es -+ -periédica. Definamos s;(w) =

y)
Entonces, de (3.9) se deduce

A, (ﬁ), de manera que s;(w) es 2m-periddica.

M-1 M-1

(@) = Z Aj(@) my () = Z s;(Mw) m, (e)
=1

=1

Por lo tanto, hemos probado que si f € V, ©

V_; = W_,, tenemos que
M-1

f(w) = [(w)P(w) = Z sj(Mw) m;(e)p(w)

j=1

para s;(w) € L*(T) 2n-periddica. Es facil probar
que las funciones de esta forma pertenecen a
w,.

Esto termina la demostracion del Lema.

Teorema 3.1. Si M(e®) es una matriz unitaria,
la coleccion {W°x—k): keZ s=
1,...,M — 1} definida por

G P w) =m ()5 ()

es una base ortonormal de Wy = V; © V.

Demostracién. Supongamos que M(e!®) es
unitaria y sea s €{1,2,...M—1}. Comencemos
por mostrar que YP° es un elemento de V;. Para
ello basta encontrar coeficientes con Pk €
Yez |Bsx|* < oo de manera que

(3.12)
Y =M ) Boo0ix =)

keZ

ya que {Mp(Mx—k): k € Z} es un sistema de
generadores de V;. Aplicando la transformada
de Fourier a ambos lados de la igualdad (3.12)
se deduce que

P = ) fosee ™5 (5,

keZ

De (3.11) se deduce

7, 2\ A (@ kLA (@
P (w) = my (e M) ¢ (ﬁ) = Z Aspe  Mp (ﬁ)
kez
Comparando estas dos ultimas igualdades se

tiene que S5 = Qg -

Por otro lado, para mostrar que ys es ortogonal
a V, en L?(R) basta probar que los productos
escalares de ¥° con todos los elementos de la
coleccion {p(x+10): 1 € Z} son nulos.
Usando el teorema de Plancherel para la
transformada de Fourier se tiene que:

2m()* (), o + 1)) = (*(@), (0 + D) =
= (m, ()3 (5) ¢ ()

1 _ik2A (@ ilw 2\ A (@
= (MZ Agpe Mo (E) ,e My (eM) @ (E))
1 KD (O . ke (W
LSS e e g () etoe i (2))

1
-5 Z Z g e TogAMap (b — ), Mo (b0 — k¢ + 1))

Kk'€Z keEZ
= Z Z s,k Qo i Ope e~ 1m
k'€Z keZ

= AsxQoprim =0
kez

3. 14)

por la proposicion 3.1, puesto que s # 0. En
consecuencia 1° es un elemento de W, para todo
sen {1,2,...M—1}.
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Para probar que es un sistema ortonormal basta
probar que:

Z |17)5(Mw + 2k7r)|2 =1

kez
En efecto; sis €{1,2,...,

31" (Mo + 2kn)| =

kez
A( N 2k1r) z
P\w M

2
-3
kezZ

M-1 2

. 2(IM+m)m
. (EI(M_M ))
( i w+zln2ﬂ ) 2

Como ms(e‘“’) es una funciéon 2m-periddica se
tiene que:

Y 17 Mo + 2km)[ =

vs€{1,2,..,M —1}.

M —1} se tiene:

|€0 (a) + 2(lM1;; m)r[) z

@ (w n 2(lM1\-/|1— m)n)r.

kEZ
2mrc
-3 (e o
m=0 leZ
Z(ZM + m)n)
M-1
_ ( L-(mzmﬂ (
= mgle w
m=0 ez
2(IM + m)m
N ( ) )
M-1
2
( i 2mn)> —1
m=0

en donde la ultima igualdad se deduce del lema
3.1.
Esto prueba que si s € {1,2,..., M — 1},
{Ys(x —k):k € Z} es un sistema ortonormal.
Ahora tenemos que comprobar que si
s,s" €{1,2,..,M — 1}y s # s’ se tiene
<yPS(x — k), ' (x — k') > 0 para todo
k, k' €Z.
Con un calculo similar al de (3.14) se deduce
2r < YPS(x —k),pS'(x = 1) =

= Z As 1 Os7 1~ O i’ —1m
k'ezZ kez

= Z As ks’ k—imy = 0

kez
por la proposicion 3.1, puesto que s # s'.

Tenemos entonces, que {Y*(x —k):k € Z,s =
1,2,...,M — 1} es un sistema ortonormal de W,,.
Ahora observemos que las funciones {y°(x —
k):keZs=1,2,..,M—1} generan W, =
VieV,. En efecto: hemos probado que
Y (x — k) € V; ©V, y ademas tenemos que

M

(3.13) P(w) =m,(e'h) o (2).
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Si f € Wy, por el lema 3.2 se tiene

M-1

@)= s@m ()¢ (5)

j=1

M-1

= > 5@ W),

=

Con s; 2m-periodica en L2 (T). Escribamos

entonces

f(w) = Mz_:l <z cj,ke_““") P (w)

j=1 \kez

fG) = MZZ Gt (e = )

j=1 kez
lo que prueba el resultado deseado. O

El teorema 3.1 nos proporciona una manera
de encontrar M-ondiculas: basta encontrar M
funciones  my(ei®),s =0,1,..,M—1 de
manera que la matriz M(e'®) sea unitaria. A su
vez, esta matriz es unitaria si y solo si se
cumplen las relaciones de la proposicion 3.1.
Estas relaciones se simplifican si las sucesiones
{as‘k} solo tienen M términos no nulos, a saber
{as,O' s aS,M_l}. En esta situacion, la matriz
M (e'®) es unitaria si y solo si
(3.14)
M-1
Z agp s = Mé, o s,s' €{0,1,..,M —1}.
k=0
Si escribimos A para representar la matriz

M_1M-1

(ask) , de orden M x M, (3.14) es
=0

equlvalente a

(3.15) AAt = MI:

Un ejemplo de una matriz A de orden M x M
que satisface (3.15) lo proporciona la
transformada de coseno discreta. En el teorema
2.5 del capitulo 9 de [HW] se prueba que los
vectores

1
¢ = —(,..,1)

\/M M-1

2 st 2k+1
= [ )
k=0
s=1,.,.M-1

forman una base ortonormal de RM. Tomando
W =1k=01,.,M=15=1,..,M~1
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st 2k +1
ag’Mk)=\/Ecos( )

M 2

=0,1,..,M—-1,s

=1,...M -1
se tiene un ejemplo de una matriz A (real) que
satisface (3.15).

Ejemplo: Para M = 3, la matriz 4 con
elementos dados por (3.15) es

1 1 1
V3o, V3
A=|V2 z
vz vz
2 25

La funcidon de escala ¢ satisface
1 . .
PBw) = 3 (14 e + e 29) G (w)
Por tanto

20 (5) =20 + 530G+ D+ 50 +2)
393/ T3P T3P g T
y una solucion de esta ecuacion es

p(x) = Xi-1,0] (x) (3.16)

Para las ondiculas tenemos

,a — 1 \/§ \/g —2iw | 5
YD (3w) —5(5—69 )<P(w)-
Por tanto,
1 xy V3 V3
Zp@O(Z) = = P
30 (5) =5 50W -5 50 +2)
y
V3 V3
® =" - =
P ﬁ¢(3x) ﬁ¢(3x +2)
3 3
IR Rt R
Finalmente
V2
@ == 1 - 2 1
R
2
2
4. Propiedades de las M-ondiculas con

soporte compacto

El ejemplo dado al final de la seccion
anterior es una coleccion de 3-ondiculas con
soporte compacto. De hecho, todas las M-
ondiculas obtenidas con los filtros cuyos
coeficientes se dan en (3.16) tienen soporte
compacto.

Por otro lado, ninguna de ellas es continua.

Los siguientes teoremas que demostraremos

a continuacion nos dan algunas propiedades de
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estas, en especial las relacionadas con el niumero
de momentos nulos que deben tener.

Teorema 4.1. Sea r un entero no negativo. Sea
Y E C™(R), tal que y©® € L°(R) para 1=
1,..,ry
4.1 < ————
(D) W < Gy
> 0.

para algin e

Si {l/)jlk 1 j,k € Z} es un sistema ortonormal en

L? (R), entonces, todos los momentos de \ hasta
el orden r son cero, esto es;

fxlll)(x)dx =0 vli=0,1,..,r1.
R

Demostracion. Hagamos la prueba por
induccion comenzando por el caso r = 0.

Tenemos i € C°(R) tal que

2€3] SW

y queremos probar que
f Y(x)dx =0

para algine > 0

R
Puesto que ||Y]l, =1 y ¥ es continua, existe
a = M~ Jok, para algunos jo, ko, € Z tal que
Y(a) #0 (se usa también la densidad del
conjunto {M~Jk : j,k € Z} en R).

Por otro lado como {1/)]-,,( 1,k EZ} es un
sistema ortonormal sabemos que

Jsz(fo —k)dx =0 si (j, k) # (0,0).

Tomando k= M/"Jok,conj >

max{j,, 0} tenemos
0= fmzp(fo — MJ ok y)dx
R
= [ 963w (M) Gx = Mok dx
R
= f YO (Mj(x - a)) dx.
R

Haciendo el cambio de variable y = M/ (x — a)
tenemos que

[worpty+@ay o,
R

Haciendo j — o por el teorema de la
convergencia dominada se tiene que

@ [ woddy=o0;

en consecuencia

waw=a

Hacemos ahora el caso r = 1. Puesto que
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j; Py = 0

la funcion

V(x) = f Y(y)dy

tiende a cero cuando X — +oo0. Ademas

v = | 1¢(y)dy =— f Cpmay.

Puesto que

W <

W para algine >0

se tiene que
C

X
C
v()| < dx = .
M1 = || Gy =
Integrando por partes y usando esta ultima
estimacion se tiene

J-_ :Ov(x)dx = f_ :0 f_ );Llj(y)dydx
=xv(x)|*% — f+°oxqj(x)dx

— 00

= f_ :OXIJJ x)dx.

Entonces es suficiente mostrar que

f_:Ov(x)dx = 0.

Para ello adaptaremos el argumento del caso
r=0.

Ya que P no es constante, puesto que si lo
fuese Y € L? (R), y Y’ es continua puesto que
Y € CY(R), existe a = M~Jok, tal que '@ #
0. Entonces sij > max{jg, 0}

[ 56w (W -)ax=o
R
e integrando por partes se tiene que

L Pew (MG — ) dx
= Wf p(MI(y - ) dyl2

- f e ( | (M- w) dy) dx
= —f P'®y (Mf(x - a)) dx.
Por lo tanto i

0=fmv(Mj(x—a))dx

- [FETDudy.
R
Haciendo j — oo se obtiene
V@ vy =o.
R
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Por lo tanto

fV(Y)dy =0 puestoque '@ % 0.
R

En consecuencia
f xP(x)dx =0
R

y se cumple la condicién parar =1

Ahora procedamos por induccion de r — 1 a
r. Supongamos que todos los momentos hasta el
orden r — 1 son cero; podemos integrar i r1-
veces y obtenemos funciones v; = V,V,, ..., V,
tal que Vi =V,_4 Y Vq4,Vy, ..., V, tienden a cero
cuando |x| — oo.
Por otro lado, existe una constante C; tal que

v;x)| < l=12,..,1

(1 + IXDI‘—]+1+6 ’

e integrando por partes r-veces se tiene que

fxrlp(x)dx = 0siy solo si fvr(y)dy = 0.
R R

Como ¥ no es polinomial, porque si fuese un
polinomio ¥ ¢ L? (R), y ¥’ es continua, existe
una = Mok, conyp®(a) # 0 tal que

f P (x) (Mj(x - a)) dx = 0.
Asi se obliiene
f YV, (Mj(x - a)) dx =0,

mediante integracion por partes. Luego
haciendo el cambio de variable y = M/ (x — a)
y haciendo j — oo obtenemos el resultado
deseado. O

Teorema 4.2. Sea Y € L’ (R) una funcion con
soporte compacto tal que P € C*. Entonces
{l,bj,k:j,k EZ} no puede ser un sistema
ortonormal en L* (R), donde 1;,(x) =

M%}p(fo —k).

Demostracion. Si {1/’j,k 1j,k € Z} es un sistema
ortonormal en L2 (R), puesto que 1 tiene
soporte compacto, tenemos

C
2631 Sm

y por tanto todos los momentos de ¥ son nulos
por el teorema (4.1).

Entonces se sigue que para todo polinomio
P(x)

4.2)

para todo L > 0

f POY(x)dx =0

Como Y tiene soporte compacto, dado € > 0
podemos encontrar un polinomio P(x) tal que
Sup,ex|lP(x) —Px)| <€, donde K es el
soporte de .

Aqui hemos usado el teorema de Weierstrass.
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Por lo tanto, se tiene que

Iz = j PP dx
- f YROPEdx - f PGP dx
K K

- f (o) — POOTPG)dx
= ellpll;.

Como |[P]l; < ooy € es arbitrario concluimos
que ||¥]l.2*2=0 1lo que nos da una
contradiccion.

O

5. Conclusiones
Con esto hemos construido M-ondiculas en los
reales con soporte compacto que capturan los
detalles de una sefial dada. En una siguiente
edicion construiremos sucesiones de escala para
construir matrices de M-ondiculas.
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