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DISENO MUESTRAL ESTRATIFICADO BASADO EN LA UTILIDAD
DE LA INFORMACION

Salvador-Jijén Marcelo'

Resumen. Tradicionalmente, el diseiio muestral estratificado se hace en base al ervor muestral de cada estrato y a partir de ésios se calcula
el error muesiral total. Si se irata de mminizar el error muestral toial, el resultado es el muestreo proporcional. Es prdctica de los
muestrisias no usar este tipo de disefio, sino caleular el tamario de la muestra en cada estrato en base a valores minimos de errores
muesirales en relacidn con las necesidades de la investigacion. Esta metadologia es intuitiva y requiere de amplia experiencia en el tema, En
confraste, se propone una metodologia basada en la utilidad de la informacién de cada uno de los estratas. Para modelar la wtilidad de la
informacion, la cuwal es subjetiva y variable y estd en relacion al conocimiento de los estratos y los objetivos de la investigacion, se ha
utilizado el valor de la informacion basado en la reduccién de la eniropia de Shannon (1948). Luego, de acuerdo a la utilidad de la
informacion se plantea un problema de programacion ne lineal, cuya solucion maximiza la utilidad total de la informacion para un muestreo
estratificado. Por iltimo, mediante las condiciones de Khun-Tucker, se encuentra la solucion dptima al problema planteado, la cual nos
permite ahiener una metodologia de diseiio muestral estratificado no intuitiva y basada en la utilidad de la informacién.
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1. INTRODUCCION
: : : 1 =log, 2° = S(bits] de informacién. Este
Cuando se dispone de recursos suficientes (tiempo, #
personal, dinero) para realizar una investigacion
basada en un disefio muestral estratificado, entonces
s¢ puede tener una muestra grande con una
asignacion proporcional a cada uno de los estratos.
Pero en muchos casos, especialmente en los paises
no desarrollados como Ecuador, el caso anterior es
mas bien la excepcion por lo cual generalmente se
hacen investigaciones con muestras medianas o
pequeilas, que se aproximan mas bien al Disefio de
Experimentos. Durante muchos afios hemos estado
trabajando bajo esas condiciones y la soluciéon ha j
sido mas bien intuitiva y basada en la experiencia, I =il \X‘m [nats] de informacion (2.1)
es decir calcular el tamafio de la muestra en cada
estrato en base a valores minimos de errores
muestrales en relacion con las necesidades de la
investigacion. En contraste con esta metodologia,
propongo otra basada en la Teoria de Informacion
de Shannon (1948) y que se expone a continuacién:

enfoque fue sistematizado por Hartley como se
muestra a continuacion:

2.1. CANTIDAD DE INFORMACION DE
HARTLEY

Sea X un conjunto con cardinalidad |X|, donde la
cardinalidad de un conjunto es el nimero de
elementos contenidos en el conjunto. Entonces, la
cantidad de informacion de una sucesion s de
elementos de X, con repeticion, es:

( 1 nat = 1.44 bits aproximadamente)

donde /s/ es el nimero de elementos seleccionados
para obtener informacién. Por otro lado, existe la
necesidad de modelar el valor de la informacion
obtenida. Para ilustrar €l tema, supodngase que
transmitimos 5000 bits de 0's y a continuacion
1 bit=1. Obviamente los 5000 bits no representan
mucho valor de informacidn, sino el | bit que esta a
continuacion. La cantidad de informacion seria de
5001 bits, pero el mas relevante es el bit 5001. Para
modelar el valor de la informacion, se puede utilizar
la incertidumbre, es decir mediante la probabilidad
¢como lo hizo Shannon (1948). Por tanto, modelar el
valor de la informacidn, depende de la probabilidad
asignada al conjunto X, es decir del conocimiento
previo de X,

2. INFORMACION

En 1928, Hartley introdujo el concepto de la
medicion de la cantidad de informacién en el
contexto de la Teoria de las Comunicaciones y se
relaciona con el numero de bits necesarios para
transmitir la informacién. Sea X un conjunto finito
de cardinalidad |X]. Puede ser seleccionada una
sucesion de tamafio s de elementos de X. Para
ilustrar el concepto supéngase que X={0,1} vy s= 5,
¢so quiere decir que una palabra A=01111,
representa 5 bits de informacion. Esto puede ser
medido de acuerdo a la formula

2.2. FUENTE DE INFORMACION.

DEFINICION. Es un par ordenado (X,P) donde
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alfabeto fuente y P la distribucion probabilistica de
X. Denotamos la probabilidad de x; por p;

2.4. VALOR DE LA INFORMACION DE
SHANNON (REDUCCION DE LA
ENTROPIA).

DEFINICIONES. Dada una fuente de informacion
(X,P), el valor de la informacién obtenida al
muestrear un elemento cualesquiera x; seleccionado
de X con probabilidad p; es:

H(x)=—In(p,) [nats] de informacién (2.2)

El valor de la informacién de un conjunto 4 — X

se define por:
H(A)=- In P(A) [nats] de informacidn (2.3)

2.5. TEOREMA

Dada una poblacion finita de tamafio /, dividida
en k estratos de tamarios N, N,,..., N, , la cual se
considera una fuente de informacion, donde la
funcion P es la probabilidad de seleccion de cada
uno de los elementos. Entonces, H;, el valor de la
informacién de Shannon del estrato i, relacionado a
la probabilidad de seleccionar todos los elementos
del estrato i es igual a:

H, = InD(N + 1) = InT(N; +1) = InT(N = N; +1)
[nats] (2.4)

Pruchba:

Sea p; = probabilidad de seleccionar todos los
clementos del estrato i. La probabilidad de
seleccionar el primer elemento del estrato i, sin
reposicion es:

N; N; -1

—; el segundo elemento: ——; el tercero:
N N -1

N, -2

———, y asi sucesivamente,

N-2

Por tanto, la probabilidad de seleccionar los ;
elementos es:

Ny (N = 1YWV, - 2)..1
NN —1)(N =2).(N- N, +1)

N (N; = D(N; = 20N = NYN = W = 1)1
NN = DN = 2).(N = N; + (N = N, )N = N, = 1)...1

N <
NI
Luego:
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H, =~In(p;) = In(N!) — In(N; 1} - In((N = N;)!) =

InC(N +1)=In (N, +1) = In[(N = N; +1)
2.4

3. MUESTREO ESTRATIFICADO DE
MAXIMA UTILIDAD DE LA INFORMACION

3.1. DEFINICION. Dada una poblacién finita de
tamano /V, dividida en k estratos de tamafios 1V,
Ny..,N; , la cual se considera una fuente de
informacion, de la cual se selecciona una muestra de
tamafo a, distribuida en los estratos por
submuestras de tamafio 1;,03,...,1, respectivamente
en cada estrato. Definimos la utilidad total de la
informacion de la muestra de la siguiente manera:

k
U=YUln(p) @1
i=l
i -
Donde p,=— y U; es la utilidad de la
7
informacion del estrato i.
Nota: La utilidad de la informacién del estrato i: U;
puede modelarse por H; o pueden usarse modelos
més complejos.

3.2. PROBLEMA DE LA MAXIMA UTILIDAD
DE LA INFORMACION

Por tanto, el problema de la maxima informacion
es:

k
Max U=2 U In(p)
i=1

sujelo a:
(32)

Vi=12,...k:p =0
Este es claramente un problema de optimizacion no
lineal, el cual tiene una solucién bastante simple,
usando las condiciones de Kuhn-Tucker. Para usar
las condiciones, recordemos que un problema de
programacion no lineal en general puede formularse
de la siguiente manera:

Encontrar un vector X = (X,,X,,..., X ) para:
Max f(x)
sujeto a:
h(x)=0
x20

(3.3)
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Teorema de Kuhn-Tucker. Sea x* un extremo "

local de f (x) que satisface las condiciones h(x) = 0 —Z U .,

¢ ademds es un pu stricei : = -
¥ punto regular de esas restricciones o - :} Lz pero como Z P: — |: entonces:

Entonces, existe 4 € R” tal que: Z o i=l
Vi) + A VA(E)=0 (3.4). =
Si aplicamos el teorema a nuestro problema, se "
Hene: o N A=Y U. Por tanto:
p =(PPrs D) o

. . 0 L ¥ U,
Ul pl: " ’pz: H ;'";p":TH_-
p 2.0, .U 20
=1 i=1 =1
U, ‘ 3.7
= Se puede verificar que esta solucion cumple las
i 2y , 1 condiciones de Kuhn- Tucker de segundo orden y
Vi(p') =|- Va(p)=|. por tanto es la 6ptima.
Condiciones de suficiencia de segundo orden.
2 I Supéngase que hay un punto x* que satisface
;;*' h(x*=0 yun i € R" tal que:
! VA )+ AT VA(x')=0 (3.8)
Foat X Supodngase también que la matriz
4 i i * * d ¥ , 2
s )s:}escn it L(x) = F(x)+ A" H(x") es definida negativa
| — ®
;*_WL}"O en M:{yth(x )yz(}},esto gs, para y € M,
4
y#0, se cumple que y' L(x* )y < 0 . Entonces, x* es
U, un méaximo local estricto del problema. Si
v T A=0 aplicamos este teorema a nuestro ¢aso tenemos:
P y
. (3.5) U,
p
U r
L =0 Y, %
,p” pZ n
Este sistema puede convertirse en: N Z Ul =0
I_.';J = _;‘i,p: i=l :
. 1
U, =-4p, Y,
(3.6) p:
A
U, =—4p, .
Sumando los dos lados del sistema, se tiene: y-sabicndo que:
H B " \ . / ‘ {1 ) U
ZUJ - —/?,Z b, p o= —”b' P = —?E;_ s Py = ———, Se obtiene:
i=l

i=l

de donde: =l 50 P
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Por otro lado,

o’ f(p)

F(p')=
(r) .

-
#2
/Pl

0
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U !/
*2

Y
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2000
Similarmente: H{p') = w =0
p,op,

Luego: L(p') = F(p')

Ademas:

M ={y|Vh(x')y =0} = HZx = 0}

Por otro lado:
—U1 ! s

5 K

/ B

Bk
0 yw& M
P

/ i

YLP)y=04 - %)

Lo que significa que: Ly? < 0 sialgan
que significa q =,
i i

yf # 0, lo cual se cumple cuando:

yeM ={y|Vh(x')y =0 ={y

y ademds y #0.

2l

4. CONCLUSIONES

En este articulo se ha demostrado que es posible
otra metodologia diferente a la del error muestral
para el disefio del muestreo estratificado y es una
basada en un modelo de la utilidad que a su vez se
basa en la Teoria de la Informacion de Hartley y la
entropia de Shannon. Otros enfoques son posibles y
pueden conducir a soluciones diferentes, porque
siendo la utilidad una funcién subjetiva puede ser
modelada de muchas maneras incluyendo modelos
empiricos que no han sido investigados y estdn
fuera del alcance de este trabajo.

<0
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5. APENDICE

Se puede ver que la diferencia de la utilidad de
informacion es de 42 [nats] pero la perdida de error
muestral en el muestreo basado en la utilidad de la
informacién es de apenas el 0.36%.

APLICACION NUMERICA EN EXCEL

A continuacion, se muestra un ejemplo numerico
con una muestra de 400 sobre una poblacion de
200000 con 10 estratos, donde se comparan la
informaci6n total obtenida y el error muestral.

TABLA 1

Prseno muestral esratificado basade en la nilidad de la informacion
Aplicacion numérica en Excel

Estratos fi fi*2 In{fi) H pi In{pi) fi*2ipi  Muestra H lMuestra Prop.
Al 005 00025 -3.00 77.01 007 -2.66 0.04 28 20
AZ 0.06 0.0038 -2.81 5831 0.08 -253 0.08 32 24
A3 0.04 0.0016 -3.22 64.8¢ 006 -2.84 0.03 23 16
Ad 0.2 0.04 -1.61 197.16  0.18 -1.72 0.22 1 80
AS 0.3 0.0g -1.20 241.21 n.22 -1.52 04 87 120
AB 0.04 00016 -3.22 54.8¢ 0.06 -2.84 0.02 23 16
AT 0.05 0.0025 -3.00 77.01 007 -2.66 0.04 28 20
Ag 0.01  0.0001 -4.61 2077 0.02 -3.97 0.01 8 4
AS 0.05 0.0025 -3.00 77.01 0.07 -2.66 0.04 28 20
A10 0.2 0.04 -1.61 197.16  0.18 -1.72 0.22 71 80
1 01844 -27.27 110542 1.00 -25.13 1.07 400 400
TABLA 11

Disedio muestral estratificado basado en la wilidad de la informacion
Ejemplo numérico

Tamaiio Muestral 400
Tamario

Poblacional 200000
Informacién

Maxinf. -2336.15
Inform Prop. -2379
Diferencia

Informacién 42.8451
Error Muestrai

Maxinf 5.26%
Error Muestral

Prop. 4.90%
Diferencia Ervor

Muestral 0.36%
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