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INTERVALOS DE CONFIANZA E INTERVALOS DE
CREDIBILIDAD PARA UNA PROPORCION
ESTUDIO COMPARATIVO

Cervantes Victor', Diaz Ivan®, Rodriguez Diana®, Cepeda Cuervo Edilberto

Resumen. En este articulo, basado en Cepeda-Cuervo et al. (2008),

se evaltia y se compara el comporiamiento de diferenies

metodologias utilizadas para la obtencién de intervalos de confianza y/o de credibilidad, analizando sus probabilidades de cobertura
estimada, si longitud esperada y la varianza de su longitud, Definidos estos tres conceptos, la comparacion enire los intervalos
considerados se desarrolla mediante procesos computacionales wilizando el pagueie estadistica R. En este proceso, ademas de la
verificacian de conclusiones conocidas, como el mal comportamiento del Intervalo de Wald y la sobre-coberiura del intervalo exacto,
se determinan, entre otros aspectos, caracteristicas de los intervalos relacionadas con la variabilidad de su longiiud.
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1. INTRODUCCION

En varias ocasiones se han comparado las
propiedades frecuentistas de diferentes métodos
para la obtencién de estos intervalos para una
proporcion p [Agresti & Coull, 1998, Agresti &
Caffo, 2000, Brown et al., 2002]. En diversos
textos de enseflanza estadistica recomiendan el
intervalo de Wald cuando npg es mayor que 5 o
10 [Canavos, 1988]; sin embargo, es manifiesto
el mal comportamiento del intervalo de Wald
alin cuando estas condiciones son satisfechas
[Agresti & Coull, 1998, Brown et al., 2001].
Sobre este intervalo, ademas, atin existe la
creencia errénea de que presenta problemas sélo
cuando p estd cerca de 0 6 1, o cuando el tamafio
de la muestra n es bastante pequeiio. En este
trabajo se comparan diferentes propuestas de
intervalos de confianza y de intervalos de
credibilidad para una proporcion p. Para cada
uno de los intervalos se analiza el valor esperado
de la probabilidad de cobertura, la longitud del
intervalo y la varianza de ésta para distintos
valores de p y del tamaifio de la muestra n.
Después de una breve introduccion, en la seccion
2 se incluyen aspectos tedricos de los intervalos a
comparar. En la seccion 3 se hace una breve
resefia de la metodologia usada en la
comparacién de los intervalos. En la seccion 4
se incluyen los resultados relacionados con
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probabilidad de cobertura, longitud esperada de
los intervalos y variabilidad de la longitud de los
intervalos. En la seccibn 5 se consideran
distribuciones a priori informativas y se analizan
los intervalos a posteriori para diferentes valores
de p y de tamafio de la muestra, Finalmente, en la
seccion 6 se incluyen algunas conclusiones y
recomendaciones.

2.  ALGUNOS METODOS PARA LA
OBTENCION DE INTERVALOS
DE CONFIANZA Y DE
CREDIBILIDAD PARA UNA
PROPORCION

En esta seccidn se exponen aspectos tedricos de
intervalos de confianza y de credibilidad para
una proporcion p. En 2.1 se consideran los
intervalos de confianza (IC) de Wald, Exacto,
Score vy Wald Ajustado. En 2.2 se incluye el
concepto de intervalos de credibilidad y se
definen estos intervalos para una proporcion p
cuando no existe informacién a priori acerca de
la misma y cuando la informacién a priori se
puede expresar a traves de la distribucion Beta.

2.1 INTERVALOS CLASICOS

El intervalo de Wald es el presentado par la
mayoria de los textos estadisticos para la
estimacion de IC para una proporcion. Se basa en
la distribucién asintotica del estimador de la

proporcién muestral P = x/n, donde x
representa el numero de éxitos en n ensayos, y
esta definido por:

9 - {m | mid
g = PE2upNPA—P)n (1)
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Donde Za/2 es el cuantil 0~ Zz2) de la
distribucién normal estandar. El infervalo de
confianza exacto de Clopper-Pearson se basa en

la inversion de una prueba binomial a dos colas

iguales de la hipdtesis Hyip =D, Tes
limites inferior y superior son las soluciones en

Do de las ecuaciones
n P E ]

3 (1) pat- s = y

h=x

X
Z i }{(] “!) )n—;’: :a/z .

k1P 0 , respectivamente.
k=0
Para este intervalo, el limite inferior es 0 cuando
x =0 y el limite superior es 1 cuando x = n. Es
facil mostrar que el limite inferior es el cuantil

a/2 de una distribucion Beta con pardmetros x y
x—nt1, denotada por B(xx—nt1), y que el limite
superior es el cuantil 1- @/2  de una
distribucion B(x+1,n—x) [Agresti & Coull, 1998].
El intervalo de Score, también conocido como el
intervalo de W:'fson, tiene la forma:

1(":\1'01’1, p = rz,l") /4H)/H
(2)
donde
i=p+ 22 ,ffl+zm2/n,p—-—;,g3=£
n n
g=1-p

El intervalo de Wald ajustado [Agresti & Coull,
1998] esta definido como:

B o = i
ICyald—dgy = PE 22 JBa-B)A
=
& -
ul = !?-i-z:_l y P=

Para el caso particular del

(1-a)100% =95% 4

Donde X = x+

3|>1t

intervalo de

confianza,

2
= (1.9())_ ~ 4 Esto equivale a afiadir 4
pseudo-observaciones: dos éxitos y dos fracasos
al calculo de la proporcién muestral. [Agresti &
Caffo, 2000] argumentan que la adicidn de
pseudo-observaciones esta motivada por el sesgo
que presenta la distribucién binomial cuando p se

2
29025

aproxima a 0 0 a 1, por lo cual P no debe ser el
punto medio del intervalo.
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2.2 INTERVALOS DE CREDIBILIDAD

En la aproximacién Bayesiana [a estimacion por
intervalos se define por una evaluacion simple de
las distribuciones a posteriori de los parametros.

Asi, si 9€© &5 una cantidad desconocida,
CcO g region de 100(1-a)% de
PlBellx)zl-a g,

este caso (I-a) ¢s llamado el nivel de
credibilidad. Si 6 es un escalar, la region C esta
dada usualmente por un intervalo [c,c)
[Bernardo & Smith, 2000].

una

credibilidad para O si

2.2.1 INTERVALOS SIN INFORMACION
PREVIA

En esta seccion se consideran regiones de
confianza para una proporcién considerando
como a priori no informativa una distribucién
B(1,1) y la priori de leffreys B(1/2,1/2). En el
primer caso, el intervalo bayesiano de dos colas
iguales y de 1= a de credibilidad esta dado por:

}C:n inf onrztive = [&x + 1’ n—x-+ 17 q/ 2)3 Hx + ]‘) ]' " a/z)]

C)
donde B(m,m,a) denota el cuantil a de una
distribucion B(n1y,m,). En el segundo caso, el
intervalo de colas iguales 'y I-a e
credibilidad est4 dado por:

et
(5)

2.2.2 INTERVALOS CON INFORMACION
PREVIA

En algunos estudios se tiene informacion a priori
acerca de la proporcion en consideracion. Este
conocimiento puede ser incorporado en la
obtencion del intervalo de confianza para la
proporcidn p a través de una distribucién a priori
informativa que haga uso de este conocimiento,
Si la informacion a priori se incorpora a través de
una distribucion beta B(a,b), el intervalo de
confianza para p estd definido por los cuantiles
de la distribucién a posteriori como en (6)

IC:.‘.%,,,,W-\,U(“ = [B(a +x,n+ B—x,a/2), Bla+x,n
(6)

En este trabajo se analizan dos distribuciones a
priori posibles cuando se conoce que el
parametro p es pequefio. La primera usando una
distribucion B8(0.5,2), y la otra, una B(1.5,5).

=|Ba+1f2n-x+12,0/2), B +12,n-x+1/2,1-0/2]

+h-x,1 —o:/2)]
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3. METODOLOGIA

Al evaluar intervalos de confianza (o de
credibilidad) se consideran la longitud del
intervalo, 1a probabilidad de cobertura (PC) y la
varianza de la longitud del intervalo, el cual es
incluido en este articulo. Un buen método debe
proponer intervalos con probabilidades de
cobertura muy cercanas a los niveles de
confianza nominal y con valores pequeiios del
valor esperado y de la varianza de su longitud.
La PC para wuna proporcién p es

PC=)7" 1(x,p)P,(%), con Kx, p) igual a

1 si el intervalo contiene a p cuando X =x ¢
igual a 0 si este no contiene a p, Yy

E (x)= (;) P (1= )™ En todos los casos,

la PC, la longitud esperada del intervalo y su
varianza, son calculados mediante

E(f(X)=2,, f()B(x).

Para obtener estas esperanzas, se obtuvieron los
ntl posibles intervalos para cada tamafio de
muestra desde 1 hasta 500 y se calcularon los
valores esperados y varianzas bajo los valores de
p = 00.01)1'. Esta
implementada a través del software estadistico R
[R Development Core Team, 2008].

4. COMPARACION DE
INTERVALOS PARA UNA
PROPORCION

4.1 COMPARACION DE LA
PROBABILIDAD DE COBERTURA

En la figura 1 se presenta la PC para
p=0.01,0.1,0305yn=123,...,500,yenla
figura 2 la PC como una funcién de p para
n = 10,50 y 100, a un nivel nominal del 95%.
Puede observarse también, a partir de las figuras
1 y 2, que el intervalo de Score presenta una
probabilidad de cobertura que fluctian alrededor
del valor nominal para todos los tamafios de
muestra y que el intervalo bayesiano con
distribuciéon a priori uniforme presenta caidas
muy fuertes en la PC respecto al valor nominal
cuando el tamafio de muestra es pequefio, # = 10.

1 Es decir desde 0 hasta uno en pasos de 0.01.

metodologia  fue .
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El intervalo bayesiano con a priori de Jeffreys
presenta caidas mas fuertes que el intervalo
bayesiano con distribucién a priori uniforme en
tamafios de muestra pequefios, como n = 10 y

= 50. Para tamafios grandes de muestra, todos
los intervalos presentan probabilidades de
cobertura muy cercanas al valor nominal,
excepto para valores de p muy préximos a cero y
a uno.

Sin embargo, las tendencias sefialadas
previamente para cada uno de los intervalos se
conservan,

4.2 COMPARACION DE LA LONGITUD
DE LOS INTERVALOS

En la figura 3 se representa la longitud esperada
de los intervalos amalizados, como funcidn del
parametro p, para distintos tamafio de muestra.
Se observa que los intervalos de Wald, Exacto y
Wald ajustado presentan un comportamiento
diferente al de los intervalos de Score y
bayesianos. Los intervalos de Wald ajustado y
Exacto tienen longitud mayor que la de todos los
demés intervalos, y el intervalo de Wald tiene
mayor longitud que la de los intervalos de Score,
Wald ajustade y bayesianos para valores de p
proximos a 0.5 y longitudes mucho menores que
las de los demdés intervalos para valores de p
proximos a los extremos del intervalo (0,1). Los
intervalos Score y bayesianos presentan
longitudes muy similares entre si para cualquier
valor de p y de n. En la figura 4 se muestra la
varianza de la longitud de los intervalos. Puede
verse que el intervalo de Wald ajustado presenta
la menor varianza de todos los intervalos para
cualquier tamafio de muestra y para cualquier
valor de p. Los intervalos Score y bayesiano con
a priori wuniforme presentan varianzas muy
similares para los distintos tamafios de muestra;
igualmente ocurre con los intervalos Exacto y
bayesiano con a priori de Jeffreys. El intervalo
de Wald, por su parte, presenta la mayor
variablilidad entre todos los intervalos
presentados.
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FIGURA 1

Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para una proporcién
Probabilidad de cobertura de los IC para distintos tamafios de muestra y valores de p a un nivel nominal del 95%
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FIGURA 2
Intervalos de eonfianza ¢ intervalos de credibilidad para una proporcién
Probabilidad de cobertura de los LC para diferentes tamaiios de muestra a un nivel nominal del 95%
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FIGURA 3
Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para una proporcién
Longitud esperada de los intervalos para distintos tamafios de muestra y distintos valores de p a un nivel nominal del 95%
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5. INTERVALOS DE CREDIBILIDAD
CON INFORMACION PREVIA

5.1 COMPARACION DE LA
PROBABILIDAD DE COBERTURA

En la figura 5 se presenta el comportamiento de
la. PC de los intervalos bayesianos con
informacion previa dada por las distribuciones
B(0.5,2) y B(1.5,5), junto con el del intervalo

Score. Puede verse que la fluctuacion del valor
de cobertura es menor en los intervalos
bayesianos con informacién previa siempre que
p no sea muy proximo de cero, p ~ 0.01. El
intervalo con distribucion a priori  B(0.5,2)
fluctda alrededor del valor nominal, mientras que
el intervalo con a priori B(1.5,5) presenta sub y
sobre coberturas sistematicas para los diferentes
valoresdep y n.

FIGURA §
Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para wna praporcidn

PC del intervalo bayesiano con a priori informativa para diferentes tamafios de muestra a un nivel nominal del 95%
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5.2 COMPARACION DE LA LONGITUD
DE LOS INTERVALOS

La figura 6 muestra las longitudes de los
intervalos bayesianos con informacion previa,
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como se considerd en la seccion 5.1, y del
intervalo de Score. Los intervalos de bayesianos
con informacion previa tienen una longitud de
intervalo menor que el intervalo Score. El
intervalo con a priori B(0.5,2) tiene la menor
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longitud. En la figura 7 se presenta la varianza de
la longitud de los intervalos bayesianos con
informacion previa y del intervalo de Score. El
intervalo con a priori B(0.5,2) presenta la mayor
varianza de los tres y el intervalo con a priori
B(1.5,5), la menor.

FIGURA 6
Intervalos de confianza e imervalos de credibilidad pava una
proporeidn
Longitud esperada de los intervalos bayesianos con a
priori informativa a un nivel nominal del 95%
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FIGURA 7
Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para una
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Varianza de la longitud de los intervalos bayesiano con a
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6. CONCLUSIONES

Se ha encontrado que el cardcter discreto de las
variables observadas provoca comportamientos

inesperados en la obtencion de IC de una
proporcién binomial [Agresti & Min, 2001]
independientemente del método empleado para
construirlos. Con respecto a la PC y a la longitud
esperada de los intervalos, los resultados
obtenidos en esta investigacion coinciden con los
reportados por [Agresti & Coull, 1998, Brown et
al., 2001, Brown et al., 2002, Henderson &
Meyer, 2001]. En cuanto a la varianza de
longitud de los intervalos, la menor corresponde
al intervalo de Wald ajustado. Luego, las
correspondientes a los intervalos Score vy
bayesiano con distribucién a priori uniforme.
Después se encuentran las varianzas de Ia
longitud de los intervalos Exacto y de Bayes con
distribucién a priori de Jeffreys. Finalmente, la
mayor varianza corresponde a la longitud del
intervalo deWald. En consecuencia, en ningin
caso se recomienda el uso del intervalo de Wald,
incluso en cursos basicos de estadistica, donde es
conveniente el uso del intervalo deWald
ajustado, dado que es facil de estimar, tiene la
menor varianza entre todos los intervalos
analizados, no presenta sub-cobertura respecto al
valor nominal y tiene una formulacién simple. Si
la interpretaciéon deseada para el grado de
confianza del intervalo es que en promedio se
tenga una cobertura de 100(1-a)%, entonces la
alternativa mds recomendada estd dada por el
intervalo de Score y de bayesiano con
distribucién a priori uniforme, ya que es el que
presentan mejor comportamiento en longitud
esperada del intervalo, en su varianza y en
probabilidad de cobertura que fluctia alrededor
del valor nominal sin importar los valores de #'y
p. Si ademés se tiene informacidn previa a cerca
del parametro, la mejor propuesta es el intervalo
bayesiano con distribucion a priori. Si, ademais,
se piensa que p esta en el intervalo (0,0.5], la
mejor alternativa estd dada por el intervalo
bayesiano  con  informacion  previa con
distribucién a priori B(0.5,2) con n de un tamafio
moderado y p no muy cercano a 0.
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