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REGRESION LATENTE EN MODELOS DE RESPUESTA AL ITEM
LOGISTICOS DE TRES PARAMETROS

Cepeda Edilberto’, Cervantes Victor’

Resumen. Se presenta la estimacion mdximo-verosimil para un modelo de regresion del atributo latente de los modelos de respuesta al
item logisticos de tres pardmetros empleando corjuntamente el modelo de medide IRT. Mediante simulaciones se comparan las
estimaciones de los pardmetras de regresion y de varianza residual obtenidos mediante el procedimiento propuesio con los que se
obtendrian bajo la regresion de las estimaciones usuales del atributo como variable de respuesta. Se encontré que el modelo propuesto
proporciona mejores estimaciones puntuales de los pardmetros de regresion que las obtenidas mediante la regresion usual par OLS con
habilidades estimadas como vaviable de respuesta. Sin embargo, los errores estdndar asintéticos, ast como la estimacion de la varianza

residual resultan muy pequeiios.
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1. INTRODUCCION

En la investigacion aplicada en ciencias sociales
es frecuente encontrarse con estudios en los que el
atributo de interés es medido mediante un
instrumento compuesto por un conjunto de
preguntas o indicadores de dicho atributo, ademas
de otro conjunto de variables explicativas con las
que se desea relacionar. En estos casos, el
investigador se enfrenta con el problema de dar
cuenta de la medicién del atributo a través de
indicadores imperfectos del mismo y de la
estimacién del modelo estructural que lo relaciona
con las variables explicativas. Para dar cuenta del
modelo de medida, Ia teorfia moderna de los tests
cuenta entre sus principales modelos con los de la
teoria de respuesta al item (TRI). Mientras que
para dar cuenta de las relaciones estructurales, es
frecuente la propuesta de un modelo de regresion
del atributo sobre las variables explicativas. Asi,
el uso de ambos modelos es una respuesta natural
para dar cuenta del problema de investigacion.

Frecuentemente, esta respuesta toma la forma de
la utilizaciéon del modelo de medida basado en la
TRI del atributo para, en un primer momento,
obtener estimaciones del atributo; y en un
segundo momento, emplear el modelo de
regresion tomando estas estimaciones de la
variable repuesta como conocidas. Esta respuesta
es, en general, criticada porque las estimaciones
de los coeficientes de regresiéon pueden resultar
sesgados y sus errores estandar ser muy pequefios
[Adams et al., 1997, Christensen et al., 2004].
Este sesgo se relaciona con el error de medicion
en ¢l atributo [Thomas and Lu, 2005], o en
términos de la teoria clasica de los tests (TCT), a
que la confiabilidad del cuestionario usado para la
medicién del atributo no es perfecta [Adams et
al., 1997].
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Otra forma de dar esta respuesta se encuentra en
la combinaci6n y estimacién conjunta de ambos
modelos. Esta segunda aproximacién se ha
mostrado, en general, mds apropiada en la
estimacion de los efectos de interés, en especial
de los efectos principales de las variables
explicativas [Adams et al., 1997, Mislevy, 1985,
Kamata, 2001, Fox and Glas, 2001, Fox and Glas,
2003, Fox, 2004, Wang et al, 2002]. Esta
segunda aproximacién se ha empleado, en
particular, en conjuncion con los modelos TRI de
ojiva normal [Fox and Glas, 2003, Fox, 2004,
Fox, 2005], con los modelos TRI logisticos de la
clase de modelos de Rasch para estimar
simultdneamente los parametros de dificultad del
modelo de Rasch y los parametros del modelo de
regresion [Adams et al., 1997, Raudenbush et al,,
2003, de Boeck and Wilson, 2004], en estudios
longitudinales de calidad de vida empleando el
modelo de Rasch [Bacci, 2007]; y, en menor
medida, con los modelos TRI logisticos de 1, 2 0
3 parametros para respuestas dicotomas para
estimar los pardmetros del modelo de regresion
conjunto con un modelo TRI cuyos pardametros de
items son conocidos [Mislevy, 1985, Cepeda C.
and Peldez A., 2004, Pinto, 2006, Antal, 2007].

En la seccion 2 se presenta el modelo conjunto
de medida del atributo empleando modelos TRI 3-
PL y de regresion sobre un conjunto arbitrario de
variables explicativas. En la seccion 2.1 se
presenta la obtencién de las ecuaciones de
estimacién del modelo. En la seccién 3 el modelo
presentado es comparado con la primera
aproximacion mediante simulaciones de Monte
Carlo. Finalmente, en la seccién 4 se ofrecen las
conclusiones del estudio.

2. PLANTEAMIENTO DEL MODELO DE
REGRESION LATENTE

Teniendo en cuenta que en los modelos TRI 3-
PL, como en los demds modelos TRI
unidimensionales, la habilidad pertenece a los
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reales, la forma planteada para esta relacién ha
sido la de un modelo lineal de la habilidad sobre

los predictores; esto es, se propone 6; = X; B+ g,

con E(e) = 0 [Adams et al., 1997, Wang et al,
2002, Fox and Glas, 2001, Fox, 2004, Cepeda C.
and Peldez A., 2004, Pinto, 2006]. En este caso, la
probabilidad de que un indviduo acierte cierto
item se puede expresar como:

1

Pij .'Pl‘(Uz-j =1 Xj -)6-5'_),'-5;)=c,= +(l-g)

0))

—Da, (X f+e;
1+e R *

donde & = (aub;,c;) son los parametros conocidos
de los items. Si, para el término g; se asume una
distribucién g(g; [n), donde n es el vector de
parametros que describe la distribucién de & ,
entonces la probabilidad de que el individuo j
acierte al item se puede expresar como:

I:j = Pr(Ufj =1 Xj Bag) = In p,jfg(gj ??)dgj
@

mientras que la probabilidad de que dicho
individuo no acierte al item se iguala Q :=1-F,.

Asi, la funcién de verosimilitud correspondiente a
los patrones de respuesta u dados por una muestra
de n sujetos a un conjunto / de items es igual a

I n
LBLU=uX)=T][]B'9™ &
=l j=l
donde ¢ corresponde a los pardmetros

&= (a,by,c;) de todos los [ items, u a la matriz de

respuestas observadas y X a la matriz de disefio

de las variables explicativas conocidas. En lo

subsiguiente se supondria que todos los
iid

g N(0,6%), con lo cual 1 serd simplemente

o

Esta forma de plantear el modelo de regresion
para la habilidad puede encontrarse bajo la
denominacién de regresion latente [Cepeda C. and
Peldez A., 2004, Antal, 2007, Wilson and de
Boeck, 2004]. Este caso se presenta, por ejemplo,
cuando se utiliza una prueba estandarizada y
calibrada mediante la TRI, por lo que se considera
que los pardmetros & de los {tems son constantes
conocidas para el anélisis [Mislevy et al., 1992].

2.1, ECUACIONES DE ESTIMACION

Las ecuaciones de estimacién de mdxima
verosimilitud del modelo presentado se pueden
obtener al derivar el logaritmo de la funcién de
verosimilitud (4) respecto a cada uno de los
parametros. En esta seccion el vector de todos los

_h:)

al I n o (W~ * *
=D 40 23 [ nyayete; o
B, i=l J=l ‘FI}QI_}
(5)
al u;: — P P 82
S [P » s
i z 'Zl v v _Uf _,i;__l g(gj ‘Gz)dgj
e i=lJ= R0y 200 | o
(6)
De este modo, los estimadores maximo-
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parametros  desconocidos denotaria

& =@e).

se por

16)= L) = > {u, log 2, +1-1,)1og 0}
T @

=]
Definiendo =[1 1o Da0K sf—m) .

* " .
q,; = 1—p, , derivando respecto a cada uno de

los pardmetros ¢ igualando a 0 se obtienen las
ecuaciones de verosimilitud:

verosimiles se obtienen por la solucion simultinea
de las ecuaciones (5) y (6). La solucién de estas
ecuaciones se puede obtener por el método de
Newton-Rhapson; por este procedimiento, la
solucién para la iteracién n—ésima del algoritmo

se define por
%(”J _ %(n—l) ] (%(n—l))u(é(n—l))’ donde

Ees el vector de todos los pardmetros

desconocidos, y H [f‘,(”"n) y U (é("_l
inversa de la matriz hessiana y el vector de
derivadas parciales en el lado izquierdo de las
ecuaciones de verosimilitud en (5) y (6),

respectivamente, evaluadas en las estimaciones
obtenidas en la iteracion »—1. Los elementos de la

}) son la

matriz hessiana (H_] (é("_l) )) no se presentan en

este documento.
2.2 IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO

El modelo fue implementado en el lenguaje R [R
Development Core Team, 2008], junto con los
paquetes maxLik y glmmML [Toomet and
Henningsen, 2008, Brostrém, 2008]. Para la
implementaci6n del algoritmo, se reparametrizo el
modelo de tal forma que los pardmetros de
pseudo-azar y el pardmetro de la varianza tuvieran

rango en R . La reparametrizacion se llevé a

0

0
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cabo con las siguientes trasformaciones 1 a 1 de

los pardmetros; Y; = logit(c)) y ¢ = log(c?).

3. RECUPERACION DE PARAMETROS

A continuacion se presenta un estudio de
simulacién en el que se evaltia la recuperacion de
los pardmetros originales mediante diferentes
formas de realizar los andlisis. Los modelos que
se ajustan en las simulaciones son los siguientes:
1. Regresion por minimos cuadrados ordinarios

(OLS), sobre las variables explicativas, de las

estimaciones de la habilidad obtenidas con
parametros de los items conocidos.
2.Regresién  (OLS), sobre las variables
explicativas, de las estimaciones de la habilidad
obtenidas con pardmetros de los ftems
estimados a partir de las respuestas que
producen las estimaciones de la habilidad.
3.Modelo de regresion latente con pardmetros de
los items conocidos.
4.Modelo de regresion latente con pardmetros de
los {tems estimados.
5.Regresion  (OLS), sobre las variables
explicativas, de los valores conocidos de la
habilidad.
Cada uno es una posible manera de analizar de
tres casos que se pueden presentar en la realidad.
Los modelos 1 y 3 son posibles en el caso en que
una prueba calibrada ha sido utilizada para la
medicién de la habilidad. Los modelos 2 y 4 son
posibles en el caso en que no se conocen los
pardmetros de los items de la prueba utilizada
para la medicién de la habilidad. Finalmente, el
modelo 5 sirve para comparar las estimaciones
que se obtienen en los dos casos anteriores a partir
de informacion indirecta, bajo el hipotético caso
de conocer los valores de la habilidad.

En estas simulaciones se busca, ademas, evaluar
la recuperacién de los pardmetros por cada uno de
los modelos dados diferentes longitudes de prueba
y tamafios de muestra.

4. PROCEDIMIENTO

Se consider6 un disefio factorial con tres
longitudes de prueba (/ = 10,30,50) y cuatro
tamaiios de muestra (n = 200,400,600,800). Para
cada nivel de longitud de prueba elegido se
simulé una prueba de caracteristicas similares
tomando una muestra de pardmetros de los ftems
que la conforman bajo las siguientes
distribuciones: a) Discriminacion: a ~ U(0.6, 1.5);
b) Dificultad: b~ U(-2, 2), los valores simulados
fueron  estandarizados para facilitar la
comparacién de las estimaciones teniendo en
cuenta la indeterminacién de la escala; vy
c) Pseudoazar: los ¢; fueron simulados a partir de
una distribucion uniforme discreta con masa 0.5
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en los valores 0.1 y 0.2, Para cada tamafio de
muestra se¢ simulé una matriz de disefio X de

£
tamafio n % 3, donde cada Xj =(l,xj,2.xj‘3),
donde JX,~U(-1,1) y X;~U(0,5). Los
parametros de regresion para todas las

condiciones fueron B = (0.5,-1.5,-0.2) y un
vector de errores €, donde cada ¢, fue simulado de
una  distribucion  normal con  varianza

0.3(¢ = log(0.3)) = —1.20) .

En cada una de las doce condiciones se
simularon 20 réplicas de matrices de respuesta
que fueron empleadas para estimar los modelos.
Para los modelos 2 v 4 los pardmetros de los
items fueron estimados empleando el paquete
Bilog 3.11 [Mislevy and Bock, 1997]. Todas las
estimaciones de los items fueron trasformadas de
forma que la media de las dificultades fuera cero
con desviacion estandar uno.

Para evaluar la recuperacion de los parametros
de regresién conseguida con cada modelo se tomé
la estimacion de Monte Carlo del sesgo y del error
cuadrético medio (ECM) de cada coeficiente y de
la varianza residual en cada una de las doce
condiciones; ademds, se obtuvo la proporcién de
réplicas para las cuales el intervalo aproximado
del 95% de confianza incluy6 al parametro de
interés; este intervalo se obtuvo para cada replica

como ﬁf - :l_a,ZSE(B,-), donde a se fijé en 0.05;

el error estindar se obtuvo a partir de

VarE) = -H"'(&).
5. RESULTADOS

En la Tabla I se presentan las medias de las
estimaciones obtenidas de los pardmetros de
regresion, el error estindar, el ECM y la
proporcién de inclusion en el intervalo de
confianza para los pardmetros en cada condicién
mediante cada uno de los modelos. En la Tabla 11
se presentan las medias de las estimaciones y el

ECM del pardmetro ¢ .

Se puede apreciar que las estimaciones obtenidas
por OLS empleando estimaciones de la habilidad
presentan el mayor sesgo en la estimacion de los
pardmetros de la regresion, mientras que las
estimaciones obtenidas por el modelo de
regresién latente son mucho més cercanas a los
parametros originales, y las estimaciones
obtenidas por OLS empleando los valores
conocidos de las habilidades parecen insesgados.

También es posible observar que las
estimaciones del modelo de regresidn latente son
muy cercanas a las estimaciones del modelo OLS
con habilidades conocidas. Lo anterior ocurre
especialmente cuando los pardmetros de los items
son conocidos, y parece que las estimaciones por
regresion  latente son también insesgadas.
Ademés, puede verse que el

sesgo de las
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estimaciones OLS empleando estimaciones de la
habilidad se reduce a medida que se incrementa el
tamafio de la muestra, aun cuando todavia parece
considerable para longitudes de prueba de 50
ftems.

En cuanto a las estimaciones del modelo de
regresion latente empleando valores estimados de
los parémetros de los items, sobresale que la
estimacion del intercepto es mdas cercana a la
obtenida mediante la estimacion OLS con
habilidades estimadas y que parece mostrar un
sesgo que no disminuye con mayores tamafios de
muestra ni mayores longitudes de prueba.

Relacionado directamente con el sesgo mostrado
previamente, se evidencia que las estimaciones
mediante el modelo OLS empleando estimaciones
de la habilidad presenta el mayor ECM, aunque
para longitudes de prueba de 30 o mas y
pardmetros de los items conocidos éste es tan
pequefio como en los otros casos. El ECM para
las estimaciones obtenidas por el modelo de
regresion latente resulta sdélo ligeramente mayor
que el obtenido mediante el modelo OLS con
habilidades conocidas,

En cuanto a las proporciones de inclusion
encontradas a partir de las 20 réplicas de cada
condicién mediante la estimacién OLS con
habilidades conocidas, parece corresponder con la
proporcién nominal del 95%, mientras que
mediante los otros modelos no parece ser asi en
todos los casos.

Mediante el modelo OLS empleando
estimaciones de la habilidad como variable de
respuesta cuando los ftems son conocidos, la
proporcién de inclusion del intercepto parece
corresponder al valor nominal; sin embargo, para
los otros parametros de regresion se observa una
clara subcobertura del pardmetros que se corrige a
medida que aumenta la longitud de la prueba.
Mediante el modelo OLS que emplea
estimaciones de la habilidad a partir de las
estimaciones de los ftems, se presenta también
una subcobertura del pardmetro que parece
corregirse a medida que aumenta la longitud de la
prueba, aunque en la prueba de longitud 50 es atn
bastante grande.

Con respecto a la cobertura de los intervalos
obtenidos para los modelos de regresién latente
parece haber una ligera subcobertura de los
pardametros cuando los ftems son conocidos. La
subcobertura de los parametros parece, ademas,
acentuarse en este caso cuando se incrementa la
longitud de prueba. En cambio, cuando los
parametros de los items han sido estimados, la
cobertura obtenida mediante el modelo de
regresién latente es especialmente baja para el
intercepto. Mediante este modelo también
presenta subcobertura de los otros pardmetros de
regresion; sin embargo, en este caso ésta no
parece disminuir ni aumentar a medida que se
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aumentan la longitud de la prueba o el tamafio de
la muestra.

Respecto a la estimacion de la varianza residual
del modelo se puede apreciar que la estimacion
mediante el modelo OLS con habilidades
conocidas sobreestima la varianza de forma
consistente para los diferentes tamafios de
muestra y longitudes de prueba. Los modelos
OLS con habilidades estimadas sobre estiman la
varianza, pero este sesgo disminuye a medida que
se incrementa la longitud de prueba
aproximandose a la estimacién obtenido por el
modelo OLS con habilidades conocidas. Por su
parte, mediante los modelos de regresién latente
subestiman la varianza residual, y parece que este
sesgo no disminuya con el aumento del tamafio de
la muestra o la longitud de prueba.

Los errores cuadraticos medios reflejan lo
observado en cuanto al sesgo presentado por cada
uno de los modelos para la estimacién de la
variabilidad residual.

6. CONCLUSIONES

Mediante las simulaciones realizadas se ha
encontrado que el modelo de regresion latente
propuesto proporciona estimaciones
aparentemente insesgadas de los pardmetros
estructurales de interés. Tanto en el caso en que
los parametros de los items son conocidos como
en el que no, el modelo de regresién latente
supera a la alternativa de emplear estimaciones de
la habilidad como variable de respuesta del
modelo de regresién usual mediante minimos
cuadrados. Sin embargo, a diferencia de estudios
anteriores empleando el modelo de Rasch,
[Adams et al., 1997, Christensen et al., 2004] no
se encontrd que los errores estandar de estos
tiltimos fueran muy pequefios; en cambio, los
errores estandar obtenidos para el modelo de
regresion latente si  fueron muy pequefios
produciendo una subcobertura de los parametros
reales.

Por lo anterior, es claro que cuando el objetivo
es aproximarse a la relacién entre la habilidad y
las variables explicativas, lo recomendable es
emplear el modelo de regresion latente, incluso
cuando los parametros de los items de la prueba
que permite evaluar la habilidad son
desconocidos. Sin embargo, si el objetivo es
decidir si la relacién entre una variable explicativa
y la habilidad es significativa, debe procederse
con prudencia, especialmente en el caso en que
los parémetros de los items no son conocidos pero
han sido estimados en la misma muestra, pues las
bajas proporciones de cobertura indican que la
probabilidad de cometer un error tipo I en estos
casos se ve incrementada por encima del valor
nominal.
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