matemdtica: Una publicacién del ICM — ESPOL
2006, Vol. 4, No. 1

APLICACION DE MODELOS ESTOCASTICOS A LA
EPIDEMIOLOGIA: UN EJEMPLO ILUSTRATIVO ACTUAL

MICHAEL GOEDECKE

Resumen: Por lo general, en epidemiologia matemdtica se usan modelos seccionales o de compartimentos para describir la
diseminacion de enfermedades tales como la gripe o sarampién en una poblacion. Asi es que se usan secciones individuales o
compartimentos en el modelo para cada una de las diferentes etapas de una enfermedad en desarrollo. Por ejemplo, un modelo que
frecuentemente se usa para modelar gripes es el llamado SEIR, que representa a los miembros Suceptibles, Expuestos, Infectados y
Recuperados de una poblacion. Algunas maneras de enriquecer este modelo pueden ser: afadiéndole estacionalidad a la
transmision de la enfermedad por medio de secciones adicionales con individuos vacunados o en cuarentena, o mediante detalles
como la edad o estructura social de la poblacién, o conectando poblaciones miltiples en una red, cada una con su propio juego de
ecuaciones para representar diferentes ciudades. También se puede extender un modelo deterministico a uno estocdstico, para poder
capturar los efectos de desviaciones al azar que se salen del comportamiento promedio del sistema. Puede ser que estas fluctuaciones
tengan importancia especialmente al inicio de una epidemia, cuando hay pocos individuos infectados, y cuando cambios pequefios en
el comportamiento de los individuos pueden influenciar mucho el estado de la epidemia. Se presentard un modelo de compartimentos
de una posible epidemia gripal que se disemina en multiples ciudades. Los resultados del modelo indican que el restringir vuelos
entre ciudades puede retardar la diseminacion de la enfermedad y que medidas de vacunacion pueden reducir su impacto, pero que la
magnitud de estos efectos depende de varios factores, especialmente aquellos que describen la historia natural de la enfermedad en si.
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1. INTRODUCCION

La aparicién reciente en humanos del virus de
la influenza aviar H5N1 ha enfocado la atencién
en la posibilidad de una pandemia mundial de
influenza, tal como aquellas que ocurrieron en
1918, 1957 y 1968. Debido a que tanto la
poblacién mundial como las frecuencias de
viajes intercontinentales han aumentado, una
pandemia moderna se podria propagar de una
manera diferente y mas rapido que las pandemias
previas. Por lo tanto es importante estudiar
como la influenza u otras enfermedades se
pudieran propagar globalmente.

La epidemiologia matematica estudia la
propagacion de enfermedades en una poblacion
usando modelos matematicos. Se pueden
usar estos para analizar, simular y predecir el
curso de una epidemia, y los efectos potenciales
de varias medidas interventoras.

Con frecuencia se usan modelos
compartamentales, en los cuales se divide a la
poblacién en subgrupos baséndose en las etapas
de la enfermedad por las que un individuo puede
pasar.
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Uno de los modelos més basicos y comunes es
el SIR. En este modelo, se categorizan a los
individuos como Susceptibles (S), Infecciosos
(I), o Recuperados (R), y se aplican -ecuaciones
diferenciales ordinarias para describir el flujo de
individuos de una etapa de la enfermedad a la
siguiente.

Este modelo asume que (1) los individuos
Susceptibles e Infecciosos se hallan mezclados
homogéneamente, (2) que un individuo se torna
Infeccioso tan pronto como se lo infecta, y (3)
que un individuo que se ha Recuperado es
immune a la enfermedad y no puede volver a
infectarse. Frecuentemente resulta apropiado
utilizar un modelo mas complicado.  Por
ejemplo, varias enfermedades transmitidas
sexualmente no ofrecen inmunidad permanente y
por tanto se deben utilizar modelos SIS o SIRS.
Con frecuencia se usa un modelo SEIR para
enfermedades como la influenza o el sarampion,
que tienen un periodo latente o de Exposicién (E)
durante el cual un individuo infectado no se torna
infecioso sino hasta después de un cierto tiempo.
Los modelos pueden enriquecerse de muchas
maneras, por ejemplo afiadiéndole estacionalidad
a la transmisién de la enfermedad, afiadiénddle
interacciones entre la poblacién anfitrién y la
poblacién vector, o poniéndole detalles acerca de
la edad o la estructura social de la poblacion. Se
pueden usar modelos estocasticos en lugar de
modelos deterministicos para capturar las
fluctuaciones al azar que son propias del sistema
base — no todos los individuos pasaran con la
misma rapidez por los estados de la enfermedad,
o infectaran el mismo numero de individuos
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susceptibles cada dia mientras sean infecciosos.
Estas fluctuaciones son especialmente
importantes al inicio de una epidemia, cuando el
numero de individuos infectados es bien
pequefio, y las fluctuaciones pudieran afectar el
curso de la epidemia.

Este articulo se enfocara en el uso del modelo
estocastico SEIR para predecir la posible
propagacién de una epidemia de influenza en
muiltiples ciudades, y los efectos que tendrian las
vacunaciones y restricciones en vuelos entre
ciudades sobre el curso de la epidemia. Primero
se presentard el modelo deterministico bdsico.
Luego se expandird el modelo para incluir
estacionalidad, vuelos internacionales, y algunas
politicas interventoras posibles, y seguido se le
afiadiré estocasticidad.

Los resultados del modelo sugieren que las
restricciones en vuelos no detendrin la
propagacién de influenza de una ciudad a otra,
pero podran retardar la diseminacién de la
enfermedad, dando més tiempo para implementar
vacunaciones u otras politicas interventoras, por
lo tanto reduciendo el nimero total de enfermos.

Las ecuaciones diferenciales basicas para un
modelo deterministico SEIR para una poblacion
bien mezclada son:
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donde B es la tasa de contacto infeccioso entre

los individuos Infecciosos y aquellos
Susceptibles, ¥ es la rapidez a la cual los

individuos Expuestos se tornan Infecciosos,
O es la rapidez de recuperacién del estado de
infeccion, y N=S+E+I+R es la
poblacion total. Por lo tanto, la duracién

promedio del periodo Expuesto es l/ Y,y la
duracién promedio del periodo Infeccioso es
1/8. Un parametro muy importante para una
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enfermedad infecciosa es el numero bésico de
reproduccién, R, =~ /5, que se define como

el nimero promedio de infecciones secundarias
causadas por un individuo infeccioso en una
poblacién que de otra manera s6lo seria

Susceptible. Para ver lo que significa R,

podemos sumar ecuaciones (2) y (3) para obtener
una ecuacién diferencial para el nimero total de
individuos infectados:

i@ﬂzﬁ_&=5(_1fo_3_1)1
TR N
®

Por lo tanto, siR, >1 vy S/N>1/R0,

significa que el nimero de individuos infectados
estd aumentando, y la epidemia creciendo. Si

R, <1, entonces el numero de individuos

infectados disminuye y la epidemia se extingue.
La vacunacién se ha usado ampliamente para
controlar y aun para erradicar enfermedades
incrementando el nivel total de inmunidad en la
poblacién. Al individuo vacunado se lo pasa de
la clase Susceptible a la clase immune
Recuperado, o se lo puede situar en la clase
Vacunado si es que se necesita seguir a las
vacunaciones separadamente de las
recuperaciones. Si se vacuna una proporcién
P del grupo Susceptible, entonces la ecuacién

(5) se torna en

d(E+I)=5(ROS(l—p)_1)I
fis ol

6
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La tasa efectiva de reproduccién de 1Ia
enfermedad es R, = R (1— p), y se reduce
la tasa de nuevas infecciones. Para erradicar una
enfermedad se requiere que R, <1, y por

tanto que p>(1—1/R0).
Para implementar este modelo SEIR en una
computadora, se pueden discretizar las

ecuaciones (1) a la (4) para obtener las siguientes
ecuaciones diferenciales:

Sit+1)= S(t)——’gs*(;\)flﬂm @)
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| Q[4,(z =3[4.0)-p, - 4.@)-
E(t+])= E(t)+———'BS(t)1(t) At — yE(t)At [ ¢ )] ,:,[ /O P ‘ . ]
! ® i
It +1) = I(6) + YE(t)At — SI(1) At donde A,(t) es el numero de individuos en lz
©) fase A € {S, E,R} en la ciudad 7 al momento

t,y pj; es la probabilidad promedio de viajar

R(t+1) = R() + Sl (t) At (10) de la ciudad i alaciudad j.

Para estudiar la propagacion mundial de
influenza, se expande el modelo con multiples
ciudades conectadas por vuelos. En cada una de
estas ciudades pudieran ocurrir epidemias
locales, y los viajeros pudieran propagar la
enfermedad de una ciudad a otra. El modelo
asume qué¢ los individuos que estdn en la etapa
de Expuesto no muestran ningln sintoma de

2. ESTACIONALIDAD

En las zonas que no son tropicales, la influenza
y otras infecciones respiratorias generalmente
muestran estacionalidad en sus tasas de
transmision, siendo estas mayores en los meses
frios. Se incluye la estacionalidad en el modelo

influenza sino hasta cuando se tornan haciendo que la tasa de transmision [ varie
infecciosos, y por lo tanto aparentan estar sinusoidalmente, llegando a su valor maximo en
saludables. La gente aparentemente Enero 1 en el hemisferio norte y en Julio 2 en el
saludable (aquellos que son Susceptibles, hemisferio sur. En las zonas tropicales se asume
Expuestos o Recuperados) puede viajar, pero que la tasa de transmision es alta y constante.
aquellos que son Infecciosos no lo hacen. El Para evitar discontinuidad en las tasas locales de
numero neto de viajeros en una fase especifica de transmision cerca de los limites entre las zonas
la enfermedad que estan dentro o fuera de una temperadas y tropicales, la amplitud de la
ciudad puede incluirse en un operador de estacionalidad varia con la latitud fuera de los
transportaciéon (2 : trépicos. La tasa de transmision ajustada

estacionalmente para la ciudad i esta dada por:

— 32 ﬂmax_ﬂmin\. = (ﬂ_/\_lj _ [27[(1'*"0)]
e =P (——-2 Jsm 2 1—-cos eI (12)

si la ciudad I esta en el hemisferio norte, y por

- v ﬁmax_ﬂmin .l El_ . 27[(t+t0)
B(L;,t) = Bra (——————2 ) sm( > ) [1+COS(———365.25 )] (13)

si la ciudad esta en el hemisferio sur. Aqui L, corresponde al inicio de la epidemia. En las
: ! ecuaciones (12) y (13),
es la latitud de la ciudad i, B,y B, son los

valores maximos y minimos de 3,y f,es el dia

del afio que
min | 1, max | 0, By = s for- L, & 0°
66 .5° — 23 5%
A,- = (14)
min | 1, max | 0, kL for" L, <0°
- 66 .5°+ 23 .5°
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Incluyendo viaje y aplicando estacionalidad a las
ecuaciones (7) a la (10), y asumiendo un paso de

tiempo de Af =1 dia, con nciudades, el

modelo tiene el siguiente juego de ecuaciones
diferencia para cada ciudad i :

B(L,O(S, @) +Q[S, @)D, @)

S,(t+1)=(S,(1)+Q[s, (]~

E(t+)=[1-7XE @)+ Q[E®)])+

g+ =[-6l,()+r7E. )+ Q[E,()]D

R, (t+1)=(R,(t)y+ Q[R,(t)D+ 6I,(1)

Se da arranque al modelo con un numero
pequefio, Eo, de individuos Expuestos en una

ciudad, i, el dia f,. Todos los demas

individuos en todas las otras ciudades estan en la
fase Susceptible.

3. POLITICAS DE INTERVENCION

En el modelo, se pueden imponer restricciones
de vuelos hacia una ciudad si €l nimero total de
casos infecciosos en esa ciudad alcanza un cierto
umbral. Por tanto se aplican restricciones
secuencialmente, a medida que cada ciudad
cruza el wumbral determinado para su
implementacién.  Cuando se imponen las
restricciones, el nivel de vuelos hacia y desde la

ciudad se reduce en la fraccién f, multiplicando

las probabilidades p; y p; en la ecuacion

atpor (1-1,):

Q[40]=3[40p,-40-p,]-(1-1) (A9

j=!

De la misma manera que se incluyen las
restricciones en los vuelos, es posible incluir
vacunaciones en el modelo, esto es de ciudad en
ciudad, si el nimero total de casos infecciosos
alcanza el nivel umbral. Cuando se implementa
la vacunacién, se asume que un porcentaje fijo
de poblacién Susceptible en una ciudad y areas
aledafias se vacuna diariamente.

N, (1) +Q[S, 0]+ Q[E, ()] + Q[R, (1)

B

as)
]

(L,,)(S, )+ Q[S, (O] ()

N, (6)+ Q[S, )]+ Q[E, ()] + QIR (1)
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4. ESTOCASTICIDAD

La forma deterministica del modelo dado
anteriormente es capaz de capturar el
comportamiento promedio del sistema cuando el
nimero de individuos en cada clase es grande y
las  fluctuaciones individuales no  son
importantes. Sin embargo, en las etapas iniciales
o finales de una epidemia hay muy pocos
individuos infectados, y fluctuaciones
estocasticas pudieran tener un gran efecto sobre
el comportamiento del sistema. En particular,
una persona Expuesta podria viajar, afectando
potencialmente la rapidez o el orden de los brotes
en las ciudades, y una persona Infecciosa podria
infectar méas 0 menos que el nimero promedio de
personas en un dia cualquiera, afectando asi la
tasa de crecimiento de la epidemia. Se afiade
estocasticidad tanto a los vuelos como a la
infeccién de manera que se tenga en cuenta los
procesos fisicos basicos, para asegurar que las
variables aleatorias resultantes tengan las
distribuciones correctas.

En el caso de los vuelos, un individuo en la
ciudad i puede viajar o no a cualquiera de varias
ciudades en un dia dado. El viaje a cada destino
tiene una probabilidad distinta de ocurrir, asi que
el viaje individual a una ciudad en particular
conectada a la ciudad i puede modelarse con
una prueba de Bernouilli. Si sélo hay un destino
posible de la ciudad i, entonces el nimero total
de viajeros de la ciudad i el dia ¢ se obtiene de
una distribucién binomial.  Si hay wvuelos
multiples que salen de la ciudad i, entonces el
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ntimero de viajeros a cada destino se obtiene de
una distribucion multinomial.

En el caso de infecciones nuevas, cada
encuentro entre una persona susceptible y una
persona infecciosa es también una prueba de
Bernoulli si la influenza se transmite, y si el
mimero de infecciones nuevas en la ciudad i el
dia 7 se obtiene también de una distribucion
binomial.

5. RESULTADOS

La version estocastica de este modelo se corrid
usando 155 ciudades. Las ciudades escogidas
tenian las poblaciones més grandes o los
aeropuertos mas transitados. Para cada juego de
condiciones, el modelo se corrié 100 veces y se
calculd el tomportamiento promedio de las series
de tiempo de la epidemia. Se hizo que todas las
epidemias se iniciaran en Hong Kong con 100
individuos inicialmente Expuestos. Se asumid

que el virus tenia R, =1.7 (similar al virus de

1957) 0 R, = 2.0 (similar al de 1918). Cuando

se utilizaron restricciones de viaje, los vuelos se
redujeron en un 90% desde y hacia una ciudad
apenas esa ciudad cruzaba el umbral de 1000
casos infecciosos. Cuando se utilizaron
vacunaciones, se hizo que 0.1% de la poblacién
Susceptible se vacunara diariamente en una
ciudad y areas adyacentes apenas esa ciudad
cruzaba el umbral de los 1000 casos.

Los efectos de las restricciones de viaje y las
vacunaciones en la propagacioén de un virus con

R, =1.7 estan en las Figuras la y lb. EIl

imponer restricciones de viaje cambia la rapidez
de la incidencia pico diaria de la influenza v la
reduce ligeramente comparada con la epidemia
sin mitigar, como se ve en la Figura la. Las
vacunaciones reducen la incidencia pico también,
causando un pico menor, pero mas amplio.
Recordando a la ecuacion (6), esto es porque la
vacunacion reduce el nuimero efectivo de
reproduccién del virus, retardando las nuevas
infecciones.

La Figura 1b muestra que el
acumulativo de casos no se reduce
significativamente por restricciones en los
vuelos, sino que se retarda el aumento en el
numero de casos. Si esta tardanza se aprovecha
efectivamente para vacunaciones u otras politicas
de salud, se podria reducir el nimero de
infectados por el virus. La cuarta curva en las
Figuras la v 1b ilustra este punto, mostrando que
la combinacion de restricciones de vuelos y las

nimero
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mayor que aquel de cada politica por si sola.
Sin embargo, la Figura 2, que tuene los
resultados para un virus con R, = 2.0, muesr=

que el tamafio de las tardanzas y reducciones en
el nimero de personas afectadas por el wvirus
depende significativamente de cuan rapido se
propaga ¢l virus de persona a persona. Los
mismos efectos de restricciones de vuelo v
vacunaciones se ven en la Figura 2 que en |
Figura 1, pero los beneficios serian menores, y el
numero de infectados mayor

Figura 1a. Numero diario mundial de casos por

un epidemia con R, =1.7 vs. politica de

intervencion: sin intervencion, sélo restricciones
en los vuelos, sdlo vacunacidn, y restricciones en
los vuelos + vacunaciones.
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FIG 1A
Aplicacion de modelos Estocdsticos a la epidemiologia: un ejemplo ilustrativo actual
Namero diario Mundial de Casos vs. Polltica de lntorvom:lén-
Comienzo de la Epidemia en Hong Kong, 1 de julio, RO =1.7
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Figura 1b. Numero total de casos por un en los vuelos, s6lo vacunacién, y restricciones en

epidemia con R, =1.7 vs. politica de los vuelos + vacunaciones.

intervencion: sin intervencion, sélo restricciones

FIG1B
Aplicacion de modelos Estocdsticos a la epidemiologia: un ejemplo ilustrativo actual
Numero Total Mundial de Casos vs. Politica de Intervencién -
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Figura 2a. Numero diario mundial de casos por

intervencion, soélo restricciones en los vuelos,
un epidemia con R, =2.0 vs. politica de

sélo vacunacién y restricciones en los vuelos +

: 5 : vacunaciones.
intervencion: sin

FIG 2A

os a la epid.

Aplicacion de modelos E:

i1,
&

: un ej

nplo ilustrativo actual

45.0E+6

40.0E+6

35.0E+6

30.0E+6

Numero Diario Mundial de Casos vs. Politica de Intervencién -
Comienzo de la Epidemia en Hong Kong, 1 de julio, R0 = 2.0

L

S

i,

25,0646 & = . [—s—sinintevencien |
cisos *; | —#—80% restriccion de vuelos ‘
b | 0.1% vacunacién diaria
e T icciones de vuelos + vacunacién |
3
|
0E+6 e
15.0€ g
10.0E+6 3
5.0E+8 —E‘
~ o Wiy
000.0E+0 s S T VR SR T VY o
] 100 200 300 400 500 800
dias desda el comienzo de la epidemia
Figura 2b. Numero total de casos por un

epidemia con Vs.

R, =20

intervencion: sin intervencion, solo

restricciones en los vuelos, sélo vacunacion, y
restricciones en los vuelos + vacunaciones.

politica de

FIG 2B
Aplicacion de modelos Estocasticos a la epidemiologia: un ejemplo ilustrativo actual
Numero Total Mundial de Casos vs. Politica de Inter ién -

Comienzo de la Epidemia en Hong Kong, 1 de julic, RO = 2.0
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