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:QUE ES EL TRANSPORTE OPTIMO?

Jorge Salazar'

Resumen. En este articulo haremos una breve introduccion a la teoria del Transporte dptimo. El interés en el Transporte
dptimo, es reciente, o mejor, renacié en los afios 40’s con los trabajos de L. Kantorovich en la ex Union Soviética y F. L.
Hitchcock y T. Koopmans en los Estados Unidos. El Transporte Optimo tomé impulso a partir de los afios 80’s cuando
los métodos desarrollados en 3 lineas de investigacion disimiles convergian en la versién moderna del viejo problema de
Monge, descrito en “Mémoire sur la théorie des déblais e de remblais”, publicado en 1781. El Transporte Optimo es una
reoria en pleno desarroilo 'y con un potencial enorme de aplicaciones..
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medidas de Hausdorff.

Abstract. In this article, we make a brief introduction 1o the theory of Optimal Transportation. The interest in this subject is
recent, or reborn in the 40’s with the work of L. Kantorovich in the ex-Soviet Union and F. L. Hitchcock and T. Koopmans in
the USA. Optimal Transportation took impulse from the 80°s, when 3 very different areas of research came together around
the modern formulation of the old Monge transport problem, expressed in “Memoire sur la theorie des deblais e de remblais”
of 1781. Optimal Transportation is a theory in plain expansion and with a huge potential of applications.
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1. INTRODUCCION
1.1. El problema de Monge (Gaspard
Monge, 1746-1818). En su “Mémoire sur la
théorie des déblais e de remblais”, 1781,
Monge describe el problema de transportar el
material extraido de varias minas a los sitios de
construccion.
La produccién de cada mina y la cantidad
necesaria en cada construccién son conocidads
y el total de la produccion es igual al total del
consumo. El problema consiste en
determinar el destino al cual se debe enviar el
material de cada mina, de forma a minimizar
el costo del transporte. El costo en el problema
de Monge era determinado por el producto de
la distancia por la cantidad de material
transportado.
1.2. Leonid V. Kantorovich, 1912-1986.
Kantorovich  trabajé en varias dreas de
matemdticas y es mas conocido por la
programacién lineal, muy utilizada en
economia. De hecho, Kantorovich obtuvo el
premio Nobel en economa en 1975,
compartido con T. Koopmans.
En los afios 1940°s, Kantorovich consideré un
problema mds amplio que el problema de
Monge (y mds natural), al permitir que la
“masa” original se “disperse” y mostré que
resolverlo es equivalente  a resolver un
problema  “dual” en el cual el problema
original de “minimizar el costo” se transforma
€n uno que consiste en “maximizar la
ganancia.”
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Entre las nociones desarrolladas para resolver
el problema del transporte y su dual estin los
conjuntos C—ciclicamente mondétonos,
funciones C —céncavas/C —convexas, distancias
entre medidas (planes de transferencia), entre
otras. Aqui hablaremos de las dos primeras,
dejando de fuera las distancias entre medidas.

1.3. Los afios 1980’s. En la historia de la
matemdtica, existen varios ejemplos de
investigaciones independientes, sobre temas
completamente diferentes, que posteriormente
resultan unificados en una tnica

Teoria matemadtica abrangente. Esto sucedié
con el Transporte Optimo durante los afios
80’s, con tres lineas de investigacién en 4reas
distintas e incluso una de ellas fuera de la
matemdtica.

En los Sistemas Dindmicos, John Mather
consider6 medidas estacionarias minimizantes
de la accién de un Lagrangiano, las cuales son
soluciones de un problema variacional y
generalizan las curvas minimizantes.

Entre tanto, en la Mecdnica de Fluidos
Incompresibles, Yann Brenier define
operadores de  proyeccién sobre
transformaciones conservando la medida, a
través de un emparejamiento “optimo.
Atrayendo de esta forma la atencion de la
comunidad que trabaja en las Ecuaciones
Diferenciales Parciales.

Por otro lado Mike Cullen, trabajando con
Ecuaciones  semi-geostréficas en  frentes
atmosféricos, reinterpreta el cambio de variable
de Hoskins en términos del emparejamiento
6ptimo y pone en cvidencia el hecho que la
minimalidad corresponde a una condicién de
estabilidad.
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1.4. Nuevo milenio. Desde el inicio del siglo
21, el interés estd centrado en la descripcién
cualitativa del Transporte Optimo.

L. Caffarelli, C. Evans, W. Gangbo, R.
McCann y otros trabajaron en describir mejor la
estructura del transporte éptimo y encontraron
otras aplicaciones. F. Otto introduce un
formalismo ligado a la geometria diferencial.
En la actualidad existe una interaccién muy
fructifera entre el transporte Gptimo, la
Geometria Diferencial, el Anélisis Funcional y
las Ecuaciones Diferenciales.

2. TRANSPORTE DE MEDIDA DE
PROBABILIDAD

Con la palabra “transporte,” hay tendencia a
pensar en el trdnsito vehicular o en el
transporte masivo. Mds de estos temas no se
ocupa el Transporte 6ptimo. El Transporte
optimo estudia el transporte o lo que también
se puede llamar transferencia de “medidas.” Y
que es una medida? y que tipo de transporte?

2.1. Medidas. (Discusién heuristica) Todos
tenemos idea de lo que es la medida de longitud,
es decir la nocién de longitud, no el resultado
de la medicién de la longitud de un objeto.
Intuitivamente, una medida es un ente
matematico que nos permite integrar (sumar)
funciones.

Matemidticamente hablando, para poder
integrar una funcién, debemos tener una
“medida” y la funcién debe ser “integrable”
con respecto a esta medida. Sin embargo,
desde el punto de vista fisico, podemos
distinguir dos tipos de funciones “integrables.”
Para explicar mejor este punto, tomemos dos
ejemplos:

Supongamos que una funcién representa la
temperatura en cada punto de un sélido. Si
integramos  esta funcién con respecto a la
medida de volumen y dividimos para el
volumen total, obtenemos la temperatura media.

Consideremos ahora el mismo sélido y una
funcién que representa la densidad de masa. Si
integramos esta funcién con respecto a la
medida de volumen, obtenemos la masa total.
Podemos también integrar esta funcién en
dominios parciales (partes o ‘“‘subconjuntos”
del solido) y obtendremos la masa de esa parte
del sélido.

En el primer ejemplo el integral de la
temperatura, solo tiene sentido  “fisico”
cuando dividimos para el volumen. En el

ejemplo de la densidad de masa, a cada parte
del s6lido podemos asociar su masa, obteniendo
de este modo una nueva medida o “nocién” de
masa.
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En general, integrando funciones (positivas),
podemos obtener nuevas medidas (positivas).
En la prictica, hacemos esto cuando ‘estas
tienen sentido fisico como la medida de masa
del segundo ejemplo. Mas, matemdticamente,
basta que sea una funcién positiva,
“integrable.”

2.2. Transporte. En el mismo sélido, podemos
determinar el calor “por unidad de volumen”
en funcién de la temperatura, densidad de
masa, calor especifico (que también puede ser
variable), etc. Al igual que la distribucién de
masa, también tiene sentido fisico asociar a cada
parte del sélido el calor contenido en esa parte
en un instante dado, i.e. el integral del calor
sobre cada parte del sélido. Esto resulta en lo
que podemos denominar de distribucién de
calor.

A diferencia de la distribucién de masa, que por
tratarse de un sélido, podemos imaginar que es
constante, la distribucion del calor varia en el
tiempo debido a la transferencia de calor por
conduccién o difusion. Si suponemos que el
solido estd aislado y por lo tanto no hay
intercambio de energia con el medio exterior, la
cantidad total de energia calorifica contenida
en el solido es constante en el tiempo y 1o dnico
que varia es la distribucion del calor

Figure 1.
16 bolas cada una con “peso” 1/16

22X, transferencia  de

Transporte  /
distribuciones. Observando la distribucién de
calor en un instante dado y un cierto tiempo
mds tarde, vemos dos distribuciones diferentes,

con el mismo total. El paso de una
configuracién a la otra es un buen ejemplo de
lo que llamamos transporte o transferencia de
distribuciones. Este es el tipo de “transporte”
del que se ocupa el Transporte Optimo.

2.3. Medidas/distribuciones de  probabilidad.
Una vez que las distribuciones tienen el
mismo total, dividiendo por el total, podemos
considerar que “este es 1. Una distribucién
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cuyo total
probabilidad.
Una medida o distribucién de probabilidad es
un sistema que asigna, a cada evento (=parte 0
subconjunto del conjunto todo), un “peso” o
“proporcion”  llamada medida del evento, que
es un ndmero real entre 0 y 1 (no tiene
unidades).

La unién de dos eventos disjuntos tiene su
medida igual a la suma de las medidas de los
dos eventos individuales. El conjunto todo
tiene medida 1 y el conjunto vacio tiene medida
0.

En la figura 1, tenemos una urna con 16 bolas.
Si asignamos el mismo “peso” a cada bola,
entonces la medida de un conjunto unitario
(con- teniendo una bola) tiene medida 1/16.
Cada conjunto constituido por bolas de la urna
es un evento. La medida de cada evento es el

nimero de bolas dividido por 16.
Figure 2.
Cuerda escogida “al azar”

es 1 se llama distribucién de

24.La paradoja de Bertrand. Para motivar
la definicion rigurosa de un  espacio de
probabilidad, vamos a relatar el ejemplo dado
por Joseph Louis Francois Bertrand (1822—
1900) en su libro “Calcul des probabilités”
publicado en 1889.

Consideremos una circunferencia de radio 2 cm
y escojamos una cuerda de esta circunferencia
al azar. Cudl es la probabilidad de que esta
cuerda intersecte el circulo concéntrico de radio
1 cm? (Figura 2)

2.5. Tres interpretaciones/tres soluciones. La
frase “la cuerda intersecta el circulo interior” no
es un evento en el sentido de las probabilidades,
en cuanto no se determine el espacio de
probabilidad y la medida de probabilidad a la
que nos estamos refiriendo.

2.5.1. Primera interpretacién/solucién. Todas las
cuerdas (excepto los didmetros) estdn
determinadas por su punto medio, de forma
univoca. Toda cuerda intersecta el disco de
radio 1 si y solamente si el punto medio
pertenece al disco interior (de radio 1). Luego,
para escoger una cuerda basta escoger su punto
medio y desde luego, podemos convenir que el
punto es escogido en una regién con
probabilidad proporcional al drea de esa region.
En ese caso, la respuesta a la pregunta: Cual es
la probabilidad de que una cuerda escogida al
aleatoriamente intersecte el circulo concéntrico
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de radio 1 cm? Es el cociente entre el drea del
disco de radio 1 dividido por el drea del disco de
radio 2. O sea 1/4. (Figura 3.)

2.52. Segunda interpretacion/solucion. Por
simetria a, podemos considerar tinicamente las
cuerdas que nacen en un punto fijo. En ese
caso, las cuerdas estin determinadas por el
segundo punto sobre la circunferencia. Las
cuerdas que intersectan el disco de radio 1 son
las que tienen el segundo punto en el tercio de
circunferencia que queda frente al punto fijo.
(Ver el esquema central de la figura 3). La
medida natural asociada a los subconjuntos de
la circunferencia es proporcional a la longitud
de arco. En este caso, la respuesta es el
cociente entre la longitud del arco “favorable”
dividido para la longitud de la circunferencia.
Es decir 1/3.

253. Tercera interpretacion/solucion. Por
simetria a, podemos considerar dnicamente las
cuerdas “verticales.” Esta vez, las cuerdas
estdn determinadas por el punto de interseccién
con el didmetro horizontal. (Ver el esquema
derecho de la figura 3). La medida “uniforme”
asociada a los subconjuntos del didmetro es
proporcional a su longitud. Para que la cuerda
intersecte el disco interior, el punto de
interseccién con el didgmetro horizontal debe
estar en el segmento central, que corresponde al
didmetro del disco pequefio. La longitud de este
segmento es igual a la mitad de la longitud del
diametro del disco exterior. Interpretando las
cosas de esta forma, la respuesta es 1/2.

2.6. Espacio de probabilidad. El ejemplo de
Bertrand nos muestra que debemos definir
cuidadosamente lo que queremos decir cuando
decimos “al azar” o “aleatoriamente.” La forma
correcta  es introduciendo un espacio de
probabilidad, que es una estructura matematica
precisa:

Empezamos con un conjunto €, no vacio, y una
familia de subconjuntos de Q con una cierta
estructura, que interpretamos como ‘“eventos”
(todo lo que puede suceder). Esta familia de
subconjuntos se la conoce con el nombre de
c—dlgebra y la describimos a continuacién.

taal crcun fere &

2.7. o—"algebra. Denotemos 2° la familia de
todos los subconjuntos de Q. Una o—dlgebra es
una familia de subconjuntos de Q, que vamos a
denotar F (F < 2Q), con las siguientes
propiedades:

() 0eF
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(2) SiA € F,entonces Q\A € F.
(3) SiAl,A2, ... € Fentonces |J,_, Ak
EF:

Figure 4.
A cada bola (numerada), asociamos su color

Les elementos de F se llaman “conjuntos
medibles.”

Cuando Q es un conjunto finito (como en el
ejemplo de la urna, ver la figura 1), F es
usualmente la familia de todos los subconjuntos.
i.e. 2%. Como la urna de la figura 1 tiene 16
bolas (numeradas), la familia 2% tiene 216
elementos!

2.8. Medida de probabilidad. Definicion Una
medida de probabilidades es una funcién

P:F— [0,1] que verifica
(HP@)=0yP(Q)=1.
(2)Si A, A, * * ¢ son elementos de F.
disjuntos dos a dos. entonces

P <0Ak> = i P(Ay)
k=1 k=1

2.9. Transformaciones y medida imagen. Si a
las bolas de la urna anterior “asociamos” su
color (ver la figura 4.), obtenemos un nuevo
espacio (conjunto) de 8 elementos (colores).
La proporcién de bolas de cada color es una
medida de probabilidad sobre el espacio de los
8 colores. A esta medida se la conoce como la
medida imagen de la medida original, a través
de la aplicacién “color.” (Ver la figura 5.)
También podemos decir que la medida original
es “transportada” hacia la medida imagen.
29.1. Otro ejemplo discreto. La aplicacion

fi(x,y) € {(00),(10),0,1)(1,1)}— x+y €
{0,1,2}

Figure 5.

En la urna, ¢/bola tiene medida 1/16. En el conjunto de
colores, c/color tiene medida de acuerdo al niimero de

‘|
Je

3i16 el s 3716
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Figure 6.
f(xy)=x+y

H - g

@
% e

N E E E
[£]

EEEE

Transporta la medida uniforme, i.e., la medida
en que todos los elementos (o mejor dicho, los
conjuntos unitarios) tienen medida 1/4,en la
medidav (0)=v(2)=1/4yv(l)=1/2. (Verla
figura 6.)

2.9.2. Ejemplo en el intervalo [0, 1]. La funcién
f(x) =1-12x - 1l, x € [0, 1], transporta la
medida de longitud sobre [0, 1] en si misma.
De hecho. medida imagen de cualquier intervalo
contenidko en el conjunto de llegada,
llamémosle I, es igual a la suma de las
longitudes de los dos intervalos de la
preimagen. (Ver la figura 7.) Un célculo
elemental muestra que esta suma de longitudes
de los intervalos de la preimagen es igual a la
longitud del intervalo I. Luego la medida
imagen del intervalo I es su longitud.

Figure 7.
f(x)=1-12x-1I

29.3. Otro ejemplo en el intervalo [0, 1]. La
funcién g(x) =+v1-—x, x € [0, 1], transporta la
medida de longitud en la medida 2ydy. (Ver la
figura 7.)

Mas explicitamente, la medida imagen de un
intervalo [a, b] < [0, 1] (contenido en el
conjunto de llegada) es b —a.

Efectivamente, la medida imagen es la longitud
de la preimagen, que en este caso es el conjunto
{x€[0,1]: V1 =x € [a,b]} = [1 =b%, 1 — a7,
Cuya longitud es la medida imagen del
intervalo imagen. Note que para todo0<a<
b<1,

b
J- 2ydy = b? — a?
a

Por esta razén, decimos que la medida imagen
en este ejemplo es dada por 2ydy, i.e., la medida
de longitud con “densidad” 2y. Este punto
puede ser aclarado viendo este proceso como un
cambio de variable.
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2.9.4. Notacién. Dados dos espacios medibles,
(X, F)y () G), la medida imagen de una

medida y, definida sobre el espacio (X , F)),
con respecto a una transformacién T : (X, F)

— (Y, §), F /G-medible, se denota T, P y se
define por

2.1)  Tp(A)=p(T A,

Para todo A € G. Como T es medible,

T'(A) €F ypor tanto la expresién del lado

derecho de (2.1) tiene sentido. El lector puede
verificar que la formula (2.1) define ciertamente
una medida. 3

Figure 8.

El drea del tridngulo rojo indica la medida del intervalo
imagen (base del tridngulo)

2.10. Transporte de medidas /
Transformaciones admisibles. Su- pongamos
ahora que tenemos dos espacios de probabilidad

(X, F,wy O G v)y que queremos
encontrar una transformacién T : (X, F) —

(Y, ) (F /G-medible) que transporte la medida
u en lamedida v, i.e. tal que

V'—'T#]«l.
Las transformaciones con esta propiedad se
llaman TRANSFORMACIONES

ADMISIBLES.

2.10.1. Ejemplo. Consideremos los espacios
X={(0,0),(1,0),(0, 1), (1, 1)}

Con la medida uniforme (x ({(x, y)}) = 1/4,
para todo(x,y) EX)yY={0,1,2}

Con la medida v ({0}) =v ({2}) = 1/4 y v ({1})
=2

De las 81 (34) transformaciones de X'en ), 12
son admisibles. Las figuras 9 y 10 representan
dos de ellas (ademas de la figura 6).

Observe el cambio en el punto de vista, en el
parrafo  anterior, la medida p y Ila
transformacion T eran dadas y calculdbamos la
medida imagen T# p. En este parrafo, las dos
medidas ( y v ) son conocidas y queremos
estudiar  todas las transformaciones  que
transportan g en v .

Este programa, i.e. Transportar una medida
dada en otra igualmente fija (a través de una

aplicacion), no siempre es posible. Por ejemplo
una medida de Dirac solo se puede transportar
en otra medida de Dirac.

Figure 9.
transformacion admisible

Figure 10.
transformacion admisible 2

E i
EEEE

2.11. Transformaciones que conservan la

medida. Un caso particular de esta situacién
es cuando consideramos un solo espacio de
probabilidad, digamos (X ,F , u), y que
queremos encontrar todas las transformaciones
T:(X,F)—:(X,F)(F/F -medibles) que
conservan la medida y, i.e.

Typ=p.
Las transformaciones que conservan la
medida, con la operacion de composicidn,
forman un semigrupo con elemento neutro (la
aplicacion identidad). Las transformaciones
invertibles que conservan la medida forman un
grupo.
2.11.1. Ejemplos. Lafunciénf (x) =1 - 12x — 1|
conserva la medida de longitud sobre el
intervalo [0, 1]. (Ver la figura 7.) Otro
ejemplo es

Figure 11.
f3(x) =8x — [8x] conserva la medida de longitud sobre el
intervalo [0, 1]
| | '

La funcién fn (x) = nx — [nx]. siendon € N y
[yl el mayor entero menor o igual que y. (Ver la
figura 11.)
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3. PLANES DE TRANSFERENCIA

Como dijimos en la secci’on anterior, no
siempre existen transforma- ciones que
transportan una medida en otra (ambas fijas).
Esto se arregla permitiendo que la “masa” de
la primera medida se “‘disperse” en la segunda,
como vamos a explicar a continuacion.

3.1. Emparejamiento. Dados dos espacios de

probabilidad (X', 7, u) y (V, G, v ), queremos
encontrar un espacio de probabilidad (Q, &, P)
y dos variables aleatorias (aplicaciones
medibles), digamos X : (Q,£) > (X, F)yY :
(Q, &) > (Y, 9), tales que las leyes de X y Y
sean y y v, respectivamente. i.e.,

(3[) X4P=[4 yY#P=V

Un par (X, Y), que verifica (3.1), se llama
emparejamiento de y y v.
Note que (X, Y) es una variable aleatoria a

(X xY,
FQ G). Si(X,Y) es un emparejamiento de y

valores en el espacio pro- ducto

y v , entonces la medida imagen de P por (X, Y
), 1655

M=(X,Y )P,

Figure 12.
Medida producto: cada punto tiene medida igual al producto
de las medidas de sus componentes

HEEEHEE
HEEEBE
EEEEE
HEEEB

Tiene a y y v como medidas marginales sobre
(X ,F)y (Y, G), respectivamente. Por abuso de
lenguaje, a la medida IT también se la llama
emparejamientode y y v .

Recordemos que las medidas marginales son
las medidas imagen de las proyecciones sobre
los espacios factores,

X, y)EXXY—>XxEX Y (X, y)EY—>yE.
Mas explicitamente, las medidas marginales
son las medidas sobre

(X, F)y (), G), definidas (respectivamente) por:
AEF—II(Ax)) y BEG—-II(XxB).

3.2. Medidas admisibles. Desde luego, en el
parrafo anterior, siempre podemos escoger Q =

58

Ax Y, E=F @ Gy las variables X y Y igual a

las proyecciones sobre X'y ), respectivamente.
En ese caso el problema se reduce a encontrar
todas las medidas de probabilidad sobre (X x

Y. F® G), tal que las proyecciones X y Y
siguen las leyes i y v, respectivamente.

Una medida con estas caracteristicas se conoce
con el nombre de medida admisible o plan de
transferencia entre p y v, o como dijimos en el
parrafo anterior, también se la denomina
emparejamiento de y y v.

3.2.1. Ejemplo: Medida  Producto. Al
contrario del problema de la seccion anterior
(ie., encontrar transformaciones que

transportan una medida en otra), encontrar un
plan de transferencia siempre es posible.

De hecho, basta tomar la medida producto u x
v. (Ver la figura 12)

Figure 13.
La medida producto sobre [0, 1] % [0, 1] es la medida de
superficie

del espacio de
probabilidad [0, 1], con la medida de longitud,
multiplicado por si mismo, la medida producto
es la medida de superficie sobre el cuadrado [0,
17 x [0, 1]. (Ver la figura 12.)

3.2.2. Problema: Siendo X = Y = [0, 1], el

En el caso del producto

intervalo unidad con la medida de longitud,
encontrar una medida sobre el cuadrado
unidad [0, 1] x [0, 1] de forma que ambas
medidas marginales sean la medida de longitud
en [0, 1].

Algunas soluciones “deterministas”:
Interpretar, en  este  contexto, las
transformaciones de [0, 1] en [0, 1]

consideradas en las figuras 7 y 11. (Observe los
gréaficos 3D en la derecha de dichas figuras.)
Una solucion  “difusa”™ Desde luego, la
medida producto (medida de superficie)
cumple las condiciones. La figura 14 contiene
un ejemplo de una solucién absolutamente
continua  con respecto a la medida de
superficie, pero diferente de “esta. Esta medida,
llamémosla IT, es igual a la medida de
superficie, multiplicada por la densidad 2yp,
siendo D la region de color lila de la figura 14.
En otras palabras,
v A c [0, 1] x [0, 1] (medible), II (A) =2 x
area(A N D).
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El lector puede verificar que efectivamente T
es admisible.

4. COSTO DEL TRANSPORTE Y
PROBLEMA DE MONGE

Aqui vamos a introducir un nuevo elemento:
El costo del transporte.

Figure 14.
Medida admisible, absolutamente contina c/resp. a la
medida de superficie

Figure 15.
Costo unitario

: o
EEEE

[]
[]
[]

4.1. Costo entre puntos. El costo asociado al

transporte (“por unidad de masa”) de cada

punto X € A a cada punto y € ), es una
funcién (medible) c: X x ) — R+ U {+w}.
(Otras hipdtesis de regularidad serdn impuestas
sobre ¢, mas adelante.)

Por ejemplo, en la figura 15, hemos asociado,
a cada punto del espacio producto, un costo.

Existen 3* =81 transformaciones del espacio
{00, 01, 10, 11} en el espacio {0, 1, 2}. En el
lado derecho de la figura 15 estén representadas:

La medida uniforme,

u ({00}) = ({10}) = p ({01}) = p({11}) =1 y
la medida
1

vAO) =v{2H=1/4, v({1} =3.
De las 81 transformaciones, 12 son admisibles
con respecto a estas medidas. (Las
transformaciones admisibles son aquellas en

que 0 y 2 tienen exactamente una preimagen

cada uno y | tiene exactamente dos
preimagenes.)
Los cuadraditos verdes en la figura 15

representa el grafico de una transformacién
admisible. El costo total del transporte es
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C(T):lx% +3x% +3 x% + 1 xi:2
4.2. El problema de Monge. Consiste en
encontrar  la transformacion admisible que
minimiza el costo total del transporte. Dada
una transformacién admisible T , el costo total
del transporte se calcula integrando C (x, T (x))
con respecto a la medida u. i.e.,
C(T) = [, C(x T(x))u(dx)

(Pudiendo este valor ser infinito).

4.3. Costo total minimo. Denotando A el

conjunto de las aplicaciones admisibles que
transportan y en v, definimos

e S
(Ponemos I=00,81 A=0.)

La transformacién de la figura 16 tiene un
costo total asociado de

CTy=1ms +0x= wdxs #1xd =2

4 4 4 4 2

Note que este costo es el menor de entre los
costos asociados a las otras 12 transformaciones
admisibles. Por lo tanto, TO resuelve el
problema de Monge. Note que esta
transformacién no es unica, existe otra igual-

mente economica.
Figure 16.
Costo total minimo
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5. EL PROBLEMA DE MONGE-
KANTOROVICH

£

En vez de minimizar el costo sobre todas las
transformaciones admisibles,  podemos
minimizar el costo sobre todos los planes de

transferencia (medidas admisibles sobre X x

).
El costo asociado a una medida IT es
C (1) =f,., CCx, y)TI(dx, dy)

Y el objetivo es encontrar el plan de
transferencia ~ que minimiza  este valor.
Denotando 1II el conjunto de los planes de
transferencia entre y y v, definimos

7= Jaf CD

5.1. Planos de transferencia
‘““‘deterministas”. Note que una transformacién
admisible T : .#"— J/corresponde a un plan de

transferencia “concentrado” en el grafico de T .
Como los planes de transferencia permiten que
la “masa” del conjunto de salida se disperse
(ie., partes de la produccién de un sitio van
para diferentes destinos), el problema de
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Monge-Kantorovich permite mayor margen de
maniobra, lo que puede resultar en una
reduccion en el costo del transporte.
Resumiendo,

(5.1 oY ol

(Un plan de transferencia dado por una funcién
se llama plan de transferencia determinista.)

5.2. Monge-Kantorovich vs Monge. Existen
condiciones bastante generales, bajo las cuales
tenemos igualdad en (5.1). Sin embargo, las
condiciones bajo las cuales existe solucién del
problema de Monge son muy restrictivas. En
lo que resta de esta pequefia introduccién al
Transporte Optimo, desarrollaremos la teoria al
rededor del segundo problema, es decir el
problema de Monge-Kantorovich.

En el ejemplo siguiente, J = I, sin embargo,
tinicamente el problema de Monge-Kantorovich
tiene so'ucion.

5.2.1. Ejemplo. Tomamos X [0, 1) y Y (-1, 1),

ambos con la probabilidad “uniforme”, ie., la
medida de longitud normalizada. Suponemos
ademéswclue el costo del transporte es C (x, y) =
& -y
Verificamos inmediatamente que 7= 0 y que
la tnica soluciéon al problema de Monge-
Kantorovich es la medida “uniforme”
concentrada en gréfico x = lyl.
Mas, cualquiera que sea n € N, la
transformacion.
Ta (x)

2k 2k 2k+1
= -z—n, St 2_n S & < on
2k+1  2k+1 2k+2‘(J
—2x + o , St on Sx< on
& k < 2n-1

2x

Es admisible y tiene un costo inferiora 1 . Por
lo tanto, también1=0.

52.2. Observacion. La  nocién  de
transformacién admisible no es simétrica, en
cuanto que la de plan de transferencia si lo es.
Note que en el ejemplo anterior la solucién estd
concentrada en un grifico, mds la
transformacién va del segundo espacio en el
primero. En conclusién, podemos decir que el
problema de Monge-Kantorovich tiene mis
sentido.

6. EXISTENCIA DE PLANES DE
TRANSFERENCIA OPTIMOS

Sean X'y ) dos espacios métricos separables y

completos. Sean y y v sendas medidas de
probabilidad, borelianas, sobre estos espacios.
ie. yu yvestdn definidas sobre los borelianos
BX y BY (respectivamente) y toman valores
en el intervalo unidad [0, 1].

Supongamos que el costo del transporte es dado
por una funcién C:

X x Y — RY u {»}, semicontinua
inferiormente. (Como X x Y es también un
espacios métrico separable y completo, la
funcién C es medible.)

Bajo estas condiciones, siempre existird un
plan de transferencia Gptimo. i.e., un plan de
transferencia, digamos I10, tal que
J=C () = ., C(x,y)I(dx, dy).

De hecho, esta afirmacion se basa en un
argumento  variacional relacionado con la
topologfa de la convergencia débil en el espacio
P (X x Y) (espacio de las medidas de
probabilidad, Borelianas, sobre X x Y).

Para  aplicarlo, necesitamos verificar dos
propiedades: La primera es la semicontinuidad
inferior del funcional

C=TIEP(XX V)= foY C(x, y)I(dx, dy).

La segunda es la compacidad de II en la
topologia ~de la  convergencia  débil.
Demostraremos ~ estos puntos en los dos
parrafos siguientes.

6.1. Semicontinuidad inferior del funcional
C. Supongamos que {Il }xex € P(Xx)) es
una sucesién de medidas de probabilidad
Borelianas, que converge débilmente para una
medida IT € P (X x ))). Entonces,
C 1) <liminf C (I )
k—oo
6.1.1. Demostracién. Como C > 0, existe una
familia, no decreciente, de funciones continuas,
digamos {Ci}en convergiendo puntualmente
hacia C . Por el teorema de la convergencia
monaotona,
(6.1) CdD =foY C(x, y)(dx,dy) =
11213 fxxy Cl (X, y)ﬂ(dx' dY)
Por la convergencia debil, paia todo 1 € N fijo,

(62) C (D =f ., Ci(x y)I(dx, dy) =

" lim f C(x, )i (dx, dy)
k=0 Jy.y

Substituyendo la ecuacién (6.2) en la ecuacién
(6.1), obtenemos

C D =limlim [ Ci(x,y)(dx, dy)
Luego, como C; <C, para todo1 € N,

lim inff Cy(x, Y (dx, dy)
k-0 XxY

6.2. Compacidad. El conjunto [Ic P (X x Y)
es pre compacto en la topologia de la
convergencia débil.

6.2.1. Demostracién. Segin el teorema de
Prokhorov, si Z es un espacio métrico,
separable y completo y ¥ < P (Z) es un
subconjunto del espacio de medidas de
probabilidad Borelianas, entonces ¥ es pre-
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compacto si y solo si para todo € > 0, existe
un conjunto compacto K, < Z, tal que
IT(Z\K,) <e,para todo Il € P.
Como X x Y esun espacio métrico, separable
y completo (ya que cada uno de los factores lo
es), para mostrar que IT es precompacto en la
topologia de la convergencia débil, fijamos >
0, y escogemos un compacto K < X tal que y
(K )< yuncompacto L < Ytal quev(L )
< . Esto es posible gracias a la regularidad de
las medidas de Borel. Ahora, note que
XxY)\(KexL) € (X\K) U(Y\L,).
Por lo tanto,
IT((X % YN (Kex L)) <TT(X\K)HT (Y \ L, ).
Pero como IT € IT, las medidas marginales son y
y v, respectivamente. Luego
IT(X\K)=p (X\K) <€y TT(Y\L)=v (Y\L,).
Por lo anterior,
(6.3) IT (XxY)\(Kex L)) <2, para todo IT € II.
Solo nos falta mostrar que II es cerrado.
Efectivamente, la propiedad
Sy @GOT(Ax, dy) = [, p(x)p(dx).
Para todo ¢: X — R, continua y limitada, se
conserva por pasaje al limite. Idem para v.
Entonces, cualquier medida adherente a II
tiene como medidas marginales a 4 y v y por lo
tanto pertenece a I1.
6.3. Existencia de planes de transferencia
optimos. Gracias a las dos propiedades
anteriores, ahora podemos mostrar que existe
un plan de transferencia Gptimo: Escogemos
una sucesion {Ili}xey < II (de planes de
transferencia) tal que
J=1imC (ITy) .
k—o
Por la compacidad de II, tomando una
subsucesién  si es necesario, podemos asumir
que {Ili}xen es débilmente convergente hacia
un plan de transferencia que llamaremos II €

[I. Por la semicontinuidad inferior del
funcional C,
CI)<lmC(dlk)=17.
k—o0
6.3.1. Observacion. Este  teorema de

existencia no garantiza que el costo minimo
sea finito! De hecho, puede suceder que todos
los planes de transferencia tengan un costo
infinito. Para eliminar esta situacién, es usual
suponer que C es y x v —integrable.

7. MONOTONIA C -CICLICA Y
PROBLEMA DUAL

Ahora vamos a introducir dos conceptos nuevos
para después integrar- los en la caracterizacién
de Jos de los planes de transferencia 6ptimos.
7.1. Conjuntes C —ciclicamente monétonos.
Decimos que un con- junto I' € X x) es

C —ciclicamente monétono si para toda familia
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(X1, Y1), wo (XN, yn ) de elementos de T
tenemos (poniendo yy .1 =;)
N N

Z CX;,y) < Z C(XiYis1)

= i=1

Note que si redireccionamos parte del material
de x, para y, , el material que iba para y, a
partir de x, deberia ser redireccionado para
¥3 y asi sucesivamente hasta completar el
ciclo y que el nuevo plan sea admisible, (Ver
la figura 17.)

Intuitivamente, si ' € X x Y es C —ciclicamente
mondtono, entonces es imposible mejorar el
costo del transporte con este método.

7.1.1. Ejemplos. Si C (x, y) = ¢i(x) + cx(y),
entonces todos los subconjuntos de X x Y son
C —ciclicamente monétonos.
Mas generalmente, si C (x, y) = h(ci(x)+c; (y)),
siendo h una funcién convexa sobre
(cy+cy)~-1(XXY), entonces todos los
subconjuntos de nivel

{(x,y) EXxY;¢1(x) +co(y) =20} , a €R
Son C —ciclicamente mondtonos.
De hecho, para todo a0 € (c; + ¢)-1 (X x Y),
existe m € R tal que para todo a € (c; + c,)-1
(XxY),

h(ay)+me(a—ay)<h(a).

Figure 17.
Redistribucién

- / ¢
[

Luego para toda familia finita {(x;,y,);i =
~N}c(c+ Cz) (ao),

Z € yin) = Z ACXCORFAC)

h(ay) + m (C1(x )+ c2(¥ir1) — ag)

C(xu i)

7.2. Problema dual. Supongamos que un
transportista propone hacerse cargo del
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transporte. Paga y(x) por unidad de insumos en
el sitio de produccién x y los vende a ¢(y) en el
sitio de consumo y. En ese caso, para el
consorcio productor/consumidor, el costo del
transporte de x a y es @(y) — y(x). Para que la
propuesta del transportista sea “competitiva,”
debemos tener

(7.1) o) - y(x) <C(x,y), V(x,y) € XxY.

Un par de “precios” (v, @), verificando (7.1)
se llama competitivo o admisible.

El problema del transportista es maximizar la
ganancia
(72) G(v,9) = [, o6®v(dy) — [, Yx)n(dx)

Bajo la condicién (7.1). Desde luego, para
que los integrales en (7.2) tengan sentido,
asumimos ademés que y € L' () y p € L'(v).
Este es el problema dual de Kantorovich. En
“el, no hay nada que haga referencia a los planes
de transfeiencia admisibles y la desigualdad
(7.1) debe verificarse en todos los puntos y no
en casi todo punto, ya que como dijimos, no
hay ninguna medida de referencia en X x Y.

7.3. Nota. La discusién heuristica previa a la
condicién (7.1) nos lleva a pensar que y y @ son
funciones con valores reales. Sin embargo, para
poder encontrar pares competitivos, es muchas
veces necesario permitir que estas funciones
tomen valores infinitos. Por otro lado, para
que el lado izquierdo de (7.1) tenga siempre
sentido, debemos exigir que
Y > —0yque @>+w.ie.

(73) y:X—>RU{+x}yp: Y —>RU {-o}.

7.3.1. Condiciones de los pares de precios
admisibles/Notaciéon. Denotaremos A el

conjunto de los pares (y, ) que verifican (7.3)
y (7.1).

Supondremos ademds que para todo (y, @) €
A,y no es la constante
+00 y @ no es la constante —o. i.e., existe x € X
tal que y(x) <+
y existe y € Y tal que @(y) < —o0.

7.3.2. Monotonia C —ciclica del conjunto de
contacto. Para todo (y, ¢) € A, el conjunto de
contacto,

(74) T (y.9) ={(x,y) EX xY; 9(y) - y(x) =
C (x,y)} , es C —ciclicamente monétono.

7.3.3. Desigualdad costo total/ganancia total.
Para cualquier plan de transferencia II € II,
para todo par (y, @) €A, yELL (1) yo €
L1 (v), tenemos

Gy, @) = [, 6Iv(dy) - [y bG)u(dx)
| (00 -vean) ncas ayy

XXy
f C(x,y) 1(dx, dy)
XXy

= C(D
Por lo tanto,

(75) K=sup{Gy,0); wEL' (u),p €L (v)

(¥, @ EA}<T.
Por otro lado, si existe un plan de
transferencia IT € II yun par (y,9) E A, y €
L1 (#) yo €L1 (v), tal que

He-y=0)=1,
Entonces J<C () =G (y,9) <K. En
consecuencia, K =1J y tanto IT como el par (v,
() son Optimos con respecto a sus respectivos
problemas.
7.3.4. Ejemplo. Sea X = Y = [0, 1], con la
medida de probabilidad
(# =) definida por la funci6n de acumulacién

F(a) = T%arcsin(a),a €1[0,1]

ie
: dx) =—=
(7.6)  p(dx) m/l_—xzdx
Supongamos que el costo del transporte es
1
C (X, y) =JTyZ'

Para todo (x,y) € Xx ),
AT P~ B

= xZ4y2
El conjunto de contacto es el cuarto de arco de
circunferencia

= {(x,y)€[0,1]x[0,1];x2+y2=1}.

Sobre T, C es constante, ya que 2-y’—x°
1

T x24y2

La medida de longitud normalizada sobre T,
llamémosla II , es una medida admisible,
pues las medidas marginales son ambas dadas
por (7.34). (La medida de longitud

normalizada de un subarco de I, cuyo dngulo

central es 0 € [0, g],es 2,
T

Concluimos que IT es una medida admisible y
el par yx) = X-1 y ¢ (y) = 1-y* es
competitivo ((y,9) € A). Ademis,

J< c<m=f o T1(dx, dy) =1

XXy

b i

K> fm(l y) s dy

1
D m/ 1-x2 dy =1
Luego.K=J=1ytanto IT como el par (y, ®)
son Optimos con respecto a sus respectivos
problemas.
Observacion: El cardcter optimo del par (y, ¢)
no depende de las medidas marginales dadas.
De hecho, cualquier medida de probabilidad
P sobre I' es un plan de transferencia
admisible y 6ptimo, entre las medidas
marginales de P , sean las que fueren, y (y, ¢)
es igualmente &ptimo. Esto  se debe
simplemente a que el soporte de P estd
contenido en I' que es igual al conjunto {(X, y);
o(y) —y(x) =C(x,y)}.
Esta observacion es de caricter general.

(x? =
(0]
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8. C-CONVEXIDAD/CONCAVIDAD

Al establecer un par de precios (v, ¢), es natural
seleccionar para ¢(y) el mayor valor posible, sin
dejar de cumplir la condicién (7.1). i.e.
(8.1) 9 (y) =inf {y(x) + C(x,y)}, VyE Y.
x€X
De igual forma, seria de esperar que
(8.2) y(x) =sup {o(y) - C (x,y)}, VXE€X.
yEY
Un par (y, ¢) € A, que verifica (8.1) y (8.2) se
llama ajustado.
8.1. Ajuste. Dado un par de precios (y, ) € A,
vamos a “ajustarlos,” sin preocuparnos de
momento con la integralidad, ni siquiera nos
preocuparemos con'la medibilidad (por ahora).
Definamos
£8.3) 91 (y) =inf {y(x) + C (x, y)}. x€X
Gracias a (7.1), necesariamente @I > @. En
particular, ¢1 = —c0. Como para todo (X, y) € X
x Y, ¢ (0)<y(x)+C (x,y), si @;<+o, podemos
substraer y(x) en ambos lados de la
desigualdad y obtener (7.1). i.e. Si ¢;< +o, el
par (v, 9)) € A.
El conjunto de contacto del nuevo par (y,
@l ) € Aesmayor, ie.I (y,01) 2T (y, 9).
8.1.1. Contraejemplo. Hemos supuesto
explicitamente que @, <+ ya que la férmula
(8.3) no lo garantiza, como lo podemos
verificar facilmente tomando X =Y = {0, 1},
C@O.y) =0,C(1,y) =+, y(0) =+, y(1) =
0 y o(y) = 0. En este caso, @1 = +c0.
Proseguimos  (asumiendo (03}
definiendo

y1(x) =sup {p; (y) - C(x,y)} .yEY
yey

Por (7.1), y1 <y = +w. Como para todo (X,
yEXXY,
Vi (x) 20 (y)-C(x,y),
Siwyl >—o0, entonces (y;, ®;) € A y el conjunto
de contacto se amplia ain mas, I’ (y;, ¢;) 2 T
(v, 01)-
Continuando, pongamos
P2 (y) = Jicg)f( {y;x) +C (x, 9}

Es fécil verificar que ¢, = ¢, y por lo tanto
este proceso es estacionario a partir de este
punto.

Esto sugiere que al considerar el problema
dual de Kantorovich, podemos concentrarnos
en pares ajustados de precios, ¢ incluso obtener
una de las funciones en términos de la otra
(siempre y cuando podamos recuperar la
medibilidad, pero de eso nos ocuparemos mds
tarde).

Sin embargo, si definimos ¢ a partir de (8.1),
nada garantiza que y verifique (8.2). De
hecho, la férmula (8.2) es valida si y solamente
si la funcién y tiene la forma (8.2) (pudiendo

< +4m)
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ser otra la funcién en el lugar de ¢). Esto nos
sugiere la siguiente definicién.

8.2. Transformada—C”. Estando fijo el costo
del transporte C, y dada una funcién & : Y —

RU{~x}, definimos la transformada—~C” de & de
la siguiente manera.

(84) &' (=sup L - C(x. M)}, VXEX,
yEY '

Nota: £ X — R U {+o}.

8.2.1. Ejemplo. Siendo el costo

Cxy) = Y €00, 1] x . 1],

La transformada—C” de §=1 es

_ 1 1 ) (+oo,six#0
w(x)—s;;r;{y x+y}_{0,six¢0
8.2.2 Ejemplo. Siendo
Clx,y) = (x.y)

[xf =yt —n syl
€[0,1] x [0,1],
La transformada—C” de £ =0 es

1
Y(x) = sup {——T——z——}
yer U |x2—yZ—x+y]|

1 a )>1
— —x —
x(1—x)' R g
= 1 1
& . Slx(l—x)Zg
Z—x(l—x)

83. C —convexidad. Decimos que una
funcién y: X—RU{+»}, no idénticamente igual
a +o, es C —convexa si es la transformada—-C Y
de alguna funcién §: Y — R U {-o}. ie. yes
C —convexa si

(8.5) v=&,
¥ (x) > —oo, para todo X € X y y(X) < +o0, para
algiin x € X.

8.3.1. Ejemplo. Siguiendo las reglas de la
teorfa de la medida para las operaciones
aritméticas con +oo (en particular, +o0 ¢ 0 = 0), ia
funcién y del ejemplo 8.2.1 se representa

Y =40 * ) {x=0}-
Esta funcién es el caso mas extremo de funcién
C—convexa, ya que es finita en apenas un punto.
8.3.2. Ejemplo. La funcién

1 ] 1

—x(l—_x)—, St x(l —x) 25,
L S
Z—x(l—x) 8

Es C —convexa respecto al costo C(x,y)=
L —en[0,1] x[0,1].

|x2—yZ-x+y]|
(Ver el ejemplo 8.2.2.)

8.4. Transformada—C,. La transformada—C,
de una funcién ¢
X — R U {4} (con respecto a un costo C) se
define como sigue.
(8.6) X (y)=inf {c()+C(x,y)}, VYEY.
Nota: ¢X : Y — R U {£x}.
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84.]. Ejemplo. La transformada—C, de la
funcién y = +0 * Y0y del ejemplo 8.3.1, es

o 1 POHC0Y)
o(y) = xechfl] [+oa + —} =2

x+y. y

Recordemos que la funcién y = 400 @y {x=0}
es C —convexa, ya que y = G)y Y. (Ver el
ejemplo 8.2.1.) Note que se tiene

1 0C y)

y <(y) "
84.2. Ejemplo. Calculemos ahora la
transformada—C, de la funcién y, del ejemplo
8.3.2. Poniendo

$:0) = inf { 1 - }

-t 2 +y2—x+y] x(1-2)
Y
1 1
)= inf { — }
L (e S TIETC e

La transformada—C, de yes ¢ (y) = ¢l (y) A
¢2 (y). Dejamos al lector verificar que
— six(1-x) = z,
@no'@=1 "7 i
—-:-—x(l——x)'
8.5. C—concavidad. Decimos que una funcién
¢: Y »RU {—=}, no idénticamente igual a —oo,

six(1-2) 23

es C-—céncava si es la transformada—-C, de
alguna funcién ¢ X — R U {+}. ie.@es C
—céncava si

88)  @=q,
¢(y) < +o, para todoy € Y y ¢(y) > —, para
alginy €Y.
8.5.1. Ejemplo. La funcién % es C —céncava

respecto a C (x,y) = $ en [0, 1] x (0, 1]. (Ver
el ejemplo 8.4.1.)

8.5.2. Ejemplo. La funcién ¢, definida en (8.7),
es C -—concava. Ademds, el lector puede
verificar que para todo x € &,

: _x(_11~5' six(l—x)zé,
') = 1

- :hx(l—x)
Que es la funcion y del ejemplo 8.3.2.
8.6. Sumario de algunos hechos inmediatos.

Un par (y, ¢) € A es ajustado si y solamente si
v=¢" yo=y,
Siendo & Y — RU {-o} una funcién

, six(1—x) >

cualquiera, entonces & es C—convexa si y solo
$iE>—0y ¥ =+m (siysolosi &, & € A).

Siendo ¢ X — R U {400} una funcién
cualquiera, entonces ¢, es C —coOncava siy

solo si gy <+ ygy=—00 (siysolosi(¢,Cy)€E

A). En particular, para todo & : Y — R U {~oo}
tal que £¥ es C —convexa,
(&”)yes C —céncava si y solamente si
@), @) DeA
Por iltimo, para todo ¢ X — R U {40} tal
que ¢, es C —céncava, (cy) ¥ es C —convexa si
y solamente si
(cv) %, cxEA.
8.7. Lema. Sea & Y— R U {-o} una funcién
tal que & es C —convexa y (&), es C
céncava, i.e. (&), (&) ») € A. Entonces
89 &= (@
En otras palabras, ((£%), (€%) ) es ajustado.
8.8. Corolario. Sea y: X—RU{+®} una
funcién tal que (y, vy ) € A. Entonces vy es
C—convexa si y solamente si
v=(y) 7.
8.9. C —subdiferencial. Si (v, v,) €E Ay yes
C—convexa, decimos que ¥ y W,  son

C—conjugadas y definimos el C—subdiferencial
de vy como siendo el conjunto de contacto I’

(y,yy) (ver (74)). ie.
(8.10)0Cy ={(x,y) EX X Y; yx(y) - y(x) =
Cx.»}

Para todo x € X fijo, el C—subdiferencial de y

enel punto xes
Cyx)={y€eY;(x,y) €aCy}.

Note que y € 8C y(x) si y solamente si Vz € X,
yx) +C(x,y) =v(@2) +C(z,).

8.9.1. Ejemplo. Las funciones y = +x ® y y

¢(y)=1 son conjugadas. (Ver el ejemplo 8.4.1.)
El subdiferencial de y es

Oy ={(x,y) €[0,1] x 0, 1];] — o

XoFo5y= {0, )y € 0,11}
Por lo.tanto,
0,1], six =0,

i “’(x)={ @, six#0
8.9.2. Ejemplo. Para poner en evidencia la
simetria que existe entre las funciones de los
ejemplos 8.4.2 y 8.5.2, las escribiremos de la
siguiente forma

1 . 1

B _x_(l——_T)' St x(l —X) 2‘8‘,
—ml——x—), St X(l —x) 2§

1 1

R I i (1_}’)2_:

- ya-y» 8
P(x) = 1 ' 1
“Toma—yy - N2g

Es decir, ¢ (y) = y(y) — 4. Estas dos funciones
son conjugadas respecto al costo

Ckx,y)= y) €10,1] x [0,1].

1 (x
[x2=y2—x+y|’
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Dejamos al lector la terea de encontrar el
conjunto 0C y.

8.10. C —superdiferencial. Sea (v, ¢) € A es
un par ajustado, ie.y y ¢ son C —conjugadas.
El C —superdiferencial de ¢ es lo mismo que el
C —subdiferencial de y. i.e.

811 Fo={x,y) €XxV ¢ () -y(x)=C
(x, y)}-
Mas ahora centramos la atencién en la funcion
@ y consideramos y unicamente como
resultado de la transformada—CX de ¢ (y =
©”). Asi, para todo y € Y fijo, el C
—superdiferencial de ¢ en el punto yes

O oy) = {x € X; (x,y) €8C g}
Note que x € &q(y) si y solamente si

VZEV, 9 (y)=C(x.y) = ¢(z) - C (x, 2).
'8.10.1. Ejemplo. Como vimos en el ejemplo
8.9.1, las funciones y = +w0 ¢ g yoy) =1
son conjugadas. El superdiferencial de ¢ es
8Co={0,y);y€(0,1]}.
Por lo tanto, para todoy € (0, 1],
oC o(y) = {0} .

9. DESCRIPCION DE LOS PLANES DE
TRANSFERENCIA OPTIMOS

En 7.3.3, vimos que para todo IT € 1T y para
todo (y,9) E A talquey €L () yp eL' (v),
tenemos (designaldad (7.5))

Ked:
Después dimos un ejemplo explicito en el cual
K = J. (Ver el Ejemplo 7.3.4.) La forma de

establecer esta igualdad es exhibiendo un plan
de transferencia IT € II y un par de funciones
integrables (y, @) € A, tal que el conjunto de
contacto I' (y, @) tenga IT —medida total. i.c.
I (y.9)=1.

Integrando el costo C y la diferencia ¢ —y con
respecto a IT, obtenemos
C (ID = G (y, o) y por lo tanto, se verifica la
desigualdad inversa:

I<C(ID=G(y,0)<K.
El teorema de la dualidad de Kantorovich dice
que, bajo condiciones extremamente generales,
K =7 y que, en muchos casos, el problema dual
es también resoluble, i.e., existe al menos un
par (y, @) € A,y € L1(x), ¢ € L1{v), tal que
K=G (\j!, (p).
9.1. Teorema de la dualidad. Sean (X, pu)

y (¥,v) dos espacios métricos separables y

completos, con  sendas  probabilidades
borelianas g yv. SeaC : X'x Y — RYU{+w}
una  funcién  semicontinua inferiormente.
Entonces,

K=J
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Denotando
L) = (Y € U'(u):yp > —0, 9 # 400}
Liw) ={¢p € L'(0): ¢ > —00,¢p # —oo},

Tenemos ademads las igualdades

K= sup G(h¢) = sup G(9".¢)
YeLi(n) PELI ()
En los supremos anteriores, podriamos

considerar inicamente funciones

C —convexas y C —cdncavas, respectivamente,
sin alterar el resultado.

Por otro lado, nada garantiza
comiin sea finito.

que el valor

92. Caracterizacion de los planes de
transferencia dptimos. Si C es una funcién
real (C < +) y J es finito, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) I1 € II es “optimo.
(2) Existe un conjunto medible TII < X x
Y, C —ciclicamente monétono, tal que IT (I'TI )
=1,
(3) Existe una funcion C —convexa, medible,
denotémosla y, tal que y, (y) = w(x) =C (x,y)
sobre un conjunto C —ciclicamente mondtono,
de medida IT —total. i.e. Existe un conjunto
medible [ITI € oC y, C —ciclicamente
monotono, tal que IT (T'TI) = 1. (Nada garantiza
que el conjunto &C w, definido por esta
igualdad, sea medible.)
(4) Existe un par de funciones medibles (y, @) €
A, tal que

T (y,9) =1
Ademds, bajo las condiciones de este teorema
(ie., C real y J finito), existe un conjunto

medible Ty

mondtono, tal que para todo IT € II, II (I'y)=1
si y solamente sill es “optimo.
(Note que TU es el mismo para
planes de transferencia.)

c X x Y, C—ciclicamente

todos los

9.3. Existencia de soluciones del problema
dual. SiC <+w) y

C(x, y)u ® v(dx,dy) < +oo,
XXY

Entonces el problema dual también tiene

solucién. ie., existe un par (y, ¢) € A, y €
L'(w) yp € L'(v), tal que

K= [,60)v@y) - [, ¥()u(dx)

Podemos incluso exigir que y sea C ~convexa y
que ¢ = yy sobre un conjunto de medida v
—total.

Bajo las condiciones de este teorema @y
asumiendo ademds que C es continua, existe
un conjunto cerrado I'y € A x )Y, C -
ciclicamente mondtono, tal que

(1) Para todo IT € I, I1 (I'y) = 1 si y solamente
si IT es Optimo.
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(2) Para toda w € L' (¥), C —convexa, el par
(W, ¥») es 6ptimo si y solamente si 8° y 2 Iy

Las demostraciones de estos teoremas (9.1,
9.2y 9.3) son en la mayor parte simples, mas
contienen algunos puntos sutiles, que requieren
del lector un buen dominio de la teoria de la
medida. En este primer abordaje, preferimos
no demostrarlos y pasar a discutir mds bien las
conclusiones.

10. CONCLUSIONES

La formulacién moderna del problema del
Transporte Optimo, en espacios métricos y
costos extremamente generales, permiten que el
ambito de aplicaciones de esta teoria se amplie a
horizontes impensables en el pasado.

El desarrollo llevado a cabo entre los afios 40’s
y 60’s por Frank Lauren Hitchcock, L.
Kantorovich, T. Koopmans, y otros, se centra
en problemas econémicos relacionados con la
asignaciéon  Optima de recursos y la
programacion lineal. El desarrollo posterior
del Transporte

Optimo, en especial a partir de los afios 80’s se
encuentra intimamente ligado a reformulaciones
y generalizaciones de principios matematicos
fundamentales de teorias como los Sistemas
Dindmicos. la formulacién matemdtica de la
Mecanica de Fluidos Incompresibles, las
Ecuaciones Diferenciales Parciales,
permitiendo grandes avances en los resultados
y un mejor entendimiento de los fenémenos
envueltos.

Sin embargo, fuera de la Matematica y Fisica
Matemitica, y a excepcién de la etapa pionera
de mediados del siglo pasado, practicamente no
hay estudios de aplicacién de esta teoria, que
al momento cuenta con una gran cantidad de
resultados cualitativos muy precisos sobre su
estructura. El encuadramiento del Transporte
Optimo en variedades diferenciables abre atin
mds las posibilidades de aplicacion.

Desde luego, también podemos considerar
costos que provengan de integrales de tipo
Lagrangiano, o de otro tipo, introduciendo la
dimensién temporal. Aqui hemos omitido este
aspecto, para mantener esta discusién a un
nivel introductorio.

A pesar de estos avances formidables, en tantos
frentes, cuando pensamos en aplicaciones,
hay siempre situaciones que salen del marco
tedrico. Por ejemplo, si queremos aplicar el
Transporte Optimo en la distribuciéon de
energia eléctrica, vamos a tener que estudiar los
efectos de la pérdida de energia en el transporte,
algo que no estd considerado en la teoria. Otro
aspecto importante e¢s la fluctuacién en la
demanda, lo que podria resultar en una
dependencia temporal intrincada.

En resumen, fuera del circulo de especialistas,
poco se conoce de los logros y potencialidades
de esta fascinante teorfa. Las aplicaciones del
Transporte Optimo, fuera del dmbito de la
Matemdtica, estdn apenas comenzando, por lo
que este esun campo muy prometedor para
la investigacién tanto en Matematica pura como
aplicada.
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