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Abstract In the space of transformations, the study of the existence of infinite
o — finite measures is rather scarce, are limited to a couple of examples, one of
which is the Boole transformation, which preserves the Lebesgue measure and is
ergodic with respect to this measure. In this paper we consider this type of transfor-
mations with two horizontal asymptotes, showing for a large family of four para-
meters that, under certain conditions, exhibits an infinite ergodic measure and that
under other conditions to the parameter space that family exhibits an ergodic proba-
bility measure; in both cases the measure is equivalent to the Lebesgue measure.
Keywords horizontal asymptotes, infinite ergodic measures, infinite invariant mea-
sures, return transform, transformations in R.

Resumen En el espacio de las transformaciones el estudio de la existencia de me-
didas o — finita infinitas es bastante escaso, se limitan a un par de ejemplos, uno
de ellos es la transformacién de Boole, la cual preserva la medida de Lebesgue y es
ergddica respecto a esta medida. En este trabajo se considera este tipo de transfor-
maciones con dos asintotas horizontales, demostrando para una familia amplia de
cuatro parametros que, bajo ciertas condiciones, exhibe una medida ergddica infi-
nita y que bajo otras condiciones al espacio de pardmetros esa familia exhibe una
medida de probabilidad ergdédica; en ambos casos la medida es equivalente a la me-
dida de Lebesgue.

Palabras Claves asintotas horizontales, medidas ergddicas infinitas, medidas inva-
riantes infinitas, transformacion de retorno, transformaciones en R.
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1 Introduccion

La transformacién B(x) = x — i, conocida como transformacion de Boole es un
prototipo de una funcién no uniformemente expansora que es ergddica respecto a
la medida de Lebesgue (Adler y Weiss, 1973). El trabajo de Adler y Weiss (1973)
originé el abordaje de varios problemas, considerados por varios autores, sobre las
transformaciones que preservan una medida o — finita infinita y sobre la teoria
ergddica infinita (Aaronson, 1978; Bowen, 1979; Schweiger, 1975a, 1975b; Thaler,
1980, 1983; Zweimiiller, 1998, 2000).

En los ejemplos considerados en esos trabajos sobre intervalos no acotados, las
transformaciones tienen derivadas no uniformemente expansoras (mayor o igual a
uno), B(x) = x — %, T = tan(x),

, si xe[0,1) N
1—x a;
flx) = By =x- )
x—=1, si x>1 i=1 '
paraa; >0, 1 <i<Nyb; <by---<by.

Todo pareciera indicar que el estudio de las transformaciones sobre R o sobre un
intervalo no acotado se concentra en transformaciones expansoras o no uniforme-
mente expansoras.

En este trabajo se demuestra que esto no es asi, es decir, la condicién de que las
transformaciones sean expansoras o no uniformemente expansoras no es una condi-
cién suficiente para la existencia de medidas o — finitas absolutamente continuas
a la de Lebesgue. Se plante6 como objetivo determinar la existencia de medidas
absolutamente ergddicas, absolutamente continuas a la de Lebesgue para transfor-
maciones R\{0} — R continuas con una asintota vertical en x = 0 y asintotas ho-
rizontales. Sorpresivamente, en este trabajo se muestra la existencia de una familia
Japap : R — R\{0} a cuatro pardmetros definidos por:

b
(=2’

aﬁ+1
a———,, six>0

R
que exhibe una medida infinita ergddica equivalente a la medida de Lebesgue. De
hecho, se prueba también que fijando @ y S, satisfaciendo alguna condicién, existe
una regién abierta en el espacio de pardmetros (a, b) para los cuales f admite una
medida de probabilidad ergédica equivalente a la medida de Lebesgue, donde f’(x)
converge uniformemente a cero cuando |x| — +oo.

Es importante mencionar que no existe un resultado general para transformacio-
nes por parte en R sobre existencias de medidas ergddicas, absolutamente continuas
ala de Lebesgue. Las familias consideradas en este trabajo ayudan a descifrar cudles
son los ingredientes para obtener un resultado general en esta direccién. Este tipo

six<0

f= fa,b,a,ﬁ(x) =
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de transformaciones con asintota vertical y horizontal han sido estudiados desde el
punto de vista de la dindmica topoldgica, consiguiendo resultados de transitividad y
una codificacién con la dindmica simbdlica (Leal, Mata, y Mufioz, 2018; Ruiz Leal,
Tineo, y Lugo, 2022; Vera y Leal, 2022).

Concretamente, se demostrd, para @ > 0, 8 > 0, a > 0y b > 0 los siguientes
resultados.

1
Teorema 1. Sean a,a,f € R*. Siaf=1,8>1ya**! <b < (ﬁaﬁ“)” entonces,
f admite una vinica medida de probabilidad ergddica equivalente a la medida de
Lebesgue.

1
Teorema 2. Sean a,b,a,f € R*. Conaf=1yB>1.Sia"' =bob = (,Baﬁ”)ﬁ
entonces, f preserva una vinica medida infinita ergddica equivalente a la medida de
Lebesgue.

Teorema 3. Seaa € R*, Sia =8 =1y b = d? entonces f preserva una iinica
medida infinita ergodica equivalente a la de Lebesgue.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma: en la seccién 2 se estudian las
medidas invariantes sobre transformaciones por partes en el intervalo. En la seccién
3, se considera la aplicaciéon de primer retorno y sus propiedades. Finalmente, en la
seccion 4 se presenta la demostracion de los resultados.

2 Medidas invariantes sobre transformaciones por parte en el
intervalo

En esta seccion, A denota la medida de Lebesgue normalizada al intervalo [0, a].
Seal = [0, a] unintervalo y sea # una particion finita en subintervalos, los intervalos
pueden ser abiertos, semiabiertos y cerrados, no hay restricciones.

N

Mas especificamente, sea P = {[},..., Iy} donde I = Uli yIinlj=0,i+# j,N=>2.
i=1

Sea & una transformacién de I sobre si mismo con 4" denotando la composicién de

n veces de h consigo mismo. A es una transformacion de Markov si:

(1) (suavidad) Para cadai = 1,2,...,N, h|, tiene una extensién C? en la clausura
de Ii, T,

(1) (invertibilidad local) Para cadai = 1,2,..., N, h es estrictamente mondtona en
I.

() (propiedad de ‘Markov) Para cada J € %, existe un subconjunto £(J) de ¥ tal
que 7(J) = U{K : K € P(J)}.
(1v) (aperiodicidad) Para cada J € P, existe un entero positivo g tal que h9(J) = I.

El item (ii) significa que hl; : I; — h(I;) es una funcién biyectiva.
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Definicion 1. Sea P una particion finita de I = [0, a]. Una transformacién de Mar-
kov h sobre I es expansiva si h|;, es de clase C I'y existe @ > 1 tal que #'(x) > a para
todo x € int(l;) y para 1 <i < N.

Teorema 4. (Teorema del folklore) Sea P una particion finita del intervalo [0, a]. Si
h : [0,a] — [0, a] es una transformacion de Markov expansiva, entonces, h tiene
una vnica medida invariante de probabilidad ergddica equivalente a la medida de
Lebesgue.

La demostracién de este teorema clasico de la teoria ergddica se puede ver en
Boyarsky y Gora (2012).

Abhora, se estudia un resultado sobre la existencia de medidas invariantes infinitas
sobre el intervalo, se seguirdn las ideas expuestas en Thaler (1980, 1983). Considere
las transformaciones T : [0, a] — [0, a] del siguiente tipo:

Existe una familia finita o infinita 1 = {I; : k € D} de subintervalos de [0, a] tales

/I[Ulk]:a

keD

Se supone que T satisface las siguientes condiciones:
(T1) T, es dos veces diferenciable, y TI;, = [0, a] para todo k € D.
(T2) Existe un conjunto finito no vacio J € D tal que Z;, j € J, contiene un punto

fijo xj con T’ (x j) = 1 (punto fijo indiferente).
(T3) |T’| = p(e) > 1 sobre UZ" \ U (xj —-&,Xxj+ s),Vs > 0.

keD jeJ
(T4) A n > 0 tal que paratodo j € J,

T’ es decreciente en (x; — 1, xj) NZy
T’ esta aumentando en (x_,-, X+ 17) N Z; ( x; es una fuente regular).

(T5) T”/ (T")? esté acotado en U Z; (condiciéon de Adler).
kel

Teorema 5. (Thaler, 1980, 1983): Si T : [0,a] — [0,a] satisface las condicio-
nes (T1) - (T5) entonces, T admite una vinica medida invariante o-finita u, con u
equivalente a 'y ([0, a]) = co.

3 Aplicacion de primer retorno

Definicion 2. & : X — X es una transformacién no singular sobre un espacio

o — finito (X, B, A), si para todo A € B con A(A) = 0 se tiene que A(h~'(A)) = 0.

Un conjunto A € B es recurrente si A C U h™"(A)mod(). Esto permite definir la
n>1

aplicacién de primer retorno sobre A, hy : A — A definida por hs(x) = "9 (x),

donde n(x) = min{n > 1 : h"(x) € A}
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Para las transformaciones de las cuales ya se consiguieron una aplicacién de
primer retorno A4, para algin A, se tiene el siguiente resultado. Proposicién 3.6.2 en
Boyarsky y Gora (2012).

Proposicion 1. Sea h : X — X una funcion medible, y sea A C X. Si existe una
aplicacion de primer retorno hy : A — A que preserva una medida ua entonces, h
preserva una medida u definida por

+

agb

k=1
(B) = > > ualh™'(B) N Ay,
i=0

>~
1]

1
donde Be By Ay ={xe€ A :n(x)=k}.

Observacion 1. En la proposicién 1 suponga que X € R y A contenido en X con
HU(A) positivo. Si 4 es absolutamente continua a la medida de Lebesgue normaliza-
daen A, entonces u es absolutamente continua a la de Lebesgue restricta a X.

El siguiente resultado se encuentra en Boyarsky y Gora (2012).

Proposicion 2. Sea h : X — X una funcion medible, y A C X. Suponga que existe
ha : A — A una aplicacion de primer retorno. Si u(X\ U h(A) = 0y uy es

i>1
ergddica entonces, [ es ergodica.

4 Resultados

Paraa,b,a, € R* se considera la familia f,; , 3 dada por:

b .
W, six<O
—X
Jabap(x) =
aﬁ+l
a-— —[3, six>0
X

observe que f, 1 . €s estrictamente creciente en (—oo, 0) y (0, +00), 11’%1+ f(x) = —o0
y 11'1})1 f(x) = +o0,y f(x) # x para todo x € R\{0}, ver Figura 1.

Sin pérdida de generalidad se denota f = fy,.p paracadaa > 0,b > 0,a > 0
y B > 0. También se denota fi = fl100) ¥ S/~ = fl(—c0) 1as cuales son funciones
difeomorfismos en su imagen donde:

J+((0,+00)) = (=00,a) y f-((=00,0)) = (0, +00) e))
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fs

Figura 1: Grifica fo 505
Fuente:Elaboracién propia

Proposicion 3. Para a,b,a,f € R*, existe m € (0,a) tal que la familia f; :
(0,a)\{m} — (0, a) dada por:

ba” si 0<x<m
a® (af — x%)*’
filx) = )
BB+ ( &b xﬁ)"ﬁ
a-— ,Sim<x<a
bBxeP

es la transformacion de primer retorno de f.

Demostracion. Del hecho que f(0) = ay por (1), existe a; < Otal que f_(a;) = a,
es decir f~'(a) = a;. Luego por (1) nuevamente f;!(f~'(a)) € (0,a). Se toma
m = f'(f~(@).

Sea x € (0, m) entonces, f(x) < 0,como f es creciente f(x) < f(m) = f(f;l (f:l(a)))
por lo tanto f(x) < Y (a) <0, de esto, aplicando f nuevamente se tiene:

0< @< f(f@)=a 3)

para todo x € (0, m) f regresa por primera vez a (0, a) en 2 iterados. Ahora se calcula

.

aﬁ+1
f(x)=a- 7 <0
2 b _ bx¥
f ()C) - (CI‘BH )a - a® (aﬁ _xﬁ)(l
—a
X8

Por 3,
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ap

2\ bx
P = o €00

Sea x € (m,a) entonces, f(x) < 0, como f es creciente f ( i ( f_‘l(a))) = f(m)y
f(m) < f(x) por lo tanto f~'(a) < f(x) < 0, de esto, aplicando f nuevamente se
tiene 0 < a = f(f:1 (a)) < f%(x) y si se aplica otra vez f se obtiene f(a) < f3(x),y
con la proposicion 3 se obtiene:

0=fla)< f}(x)<a “)

para todo x € (m,a) f regresa por primera vez a (0,a) en 3 iterados. Ahora se
calculara f3(x).

S+1

f=a-2 <0

2\ b _ bx*

f (-x) - (aBJrl )a/ - a&,(aﬁ_xﬁ)af > O

—-a
xP
Por 4,

(BB ( &b X,B)"ﬁ

fi=a- € (0,a)

bB xB

El valor especifico de m con respecto a los pardmetros es:

o éé ~ aﬂ+l+$ %
et ( 2 ]‘(amb; | ®

donde —(é)" - " Y(a)
a

1

Proposicion 4. Sean a,b,a,8 € R* y sea f; la transformacion de primer retorno,
se tiene que lim f;(x) =0, lim fi(x) =a, lim f;(x) =0y lim fi(x) = a.
x—0*t x—m~ x—-m* x—a-

aff
Demostracion. Recordar que fj(x) = ———— si0 <x <m
a® (af — xP)
bx*P
Iim fij(x) = lim ——— =0
X0+ f]( ) X0+ aa/ (a'B _ xﬁ)a

Ahora, por (5)
Bhs
lim (@ — ) = — 22

_ 1 1
x—m al+; + ba

(6)
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De (5) y (6) se tiene:

A\
bxB b(a1+(ly + b(‘y) b(dﬂ+l+%)a
Iim f;(x) = lim = = =
L L e (a807)"
“larip

BB+ ( &b — xﬁ)“ﬂ

Recordar que f;(x) = a - sim<x<a

bBxoB?
Abhora, por (5)
Bhs
a
lim (@ - ) = ——— @)
1 1
x—m* a1+; + b;
De (5) y (7) se tiene:
At 7
a
aaﬂ+ﬂ+] (aﬁ _ xﬁ)wﬁ a(l/ﬁ+ﬁ+l ( — " bl )
lim f;(x) = lim |a— - =a-— a - - =0
x—om* x—m* bP xB e
(a”fv + b J
Finalmente se tiene:
BB+ ( &b — x,@)"ﬁ
. filee) = Jim \a - 1P 5o -
[ ]

De la proposicién 4 f; se puede extender continuamente a [0, m] y al intervalo
[m,al.

Observacion 2. a,b,a,8 € R*. la derivada de f; es de la forma:

ﬁ—ab af-1
a apx .
@ bapxt Si0<x<m

(aﬁ _ xﬁ)1+a ’
£ = 1 ®)
a1 82 (aﬁ _ xﬁ)"ﬁ‘
T ,sim<x<a

y la derivada segunda es de la forma:
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P~ bafxB? (aﬁoz,B —ad® + B8P + xﬁ)
(aﬁ _ xﬁ)a+2

s si O<x<m

7(x) =
a PP+ g2 (aﬁaﬁz +aP — BxP - xﬁ) (aﬁ - X’B)aﬂ_z

_ s , Sl m<x<a
)

Por la observacién 2 f; es de clase C? en (0, a) \ {m}.

Observacion 3. Por la observacion 2 y con a8 = 1, se tiene que la derivada de f;
es de la forma:

a?=b ,
W, si O<x<m
fix) = (10)
a2
—_ Si m<x<a
bbb+’

y la derivada segunda es de la forma:

a* b (@ + 1)

((lﬁ _ xﬁ)(l+2
()= (11)
aPB(B + 1)

T pBBr2

,si O0<x<m

s sim<x<a

1
Note que si a,b,a,8 € Rt y 8 > 1 entonces, a®™! < (,Baﬁ”)ﬂ. Puessif3 > 1 se

. 1 Bl 1 .
tiene que 1 < 8%, luegoa 7 < B#, como ¢f8 = 1 entonces = a + 1, teniendo

1
que a®t! < (ﬂa’BH)ﬁ.
Resumiendo el analisis anterior.

1
Observacion 4. Sean a,b,a,f € R*. Sia =1y > 1, entonces a®*! < (,Baﬁ“)ﬁ.

Lema 1. Sean a,b,a,f € R*. Siaf=1,8>1ya"*! <b < (ﬁaﬁ”)E entonces,

existe A > 1 tal que f/(x) > A para todo x € (0,a) \ {m} de hecho, h’r(r)l ) =ay
x—0"

lim f/(x) > A.

Demostracion. Por la observacion 3, f; es una funcién creciente en (0,m) y f]

B—a b
. . ) a
es una funcién decreciente en (m, a). Por otro lado note que lim f/(x) = ——— =
X0+ (aﬁ)lﬂt

b
> 1 por hipétesis denote 4} = ——. Ahora,
a@+t! a®+!
a2,3+2ﬂ B aﬁ+lﬂ
bBaP+t BB

lim f](x) =
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B+1 S+1
@ B > 1. Aqui se denota 1, = abﬁﬁ.

1
por hipétesis b < (Baﬁ” )ﬁ , esto implica que
Considerando A = min{4;, 4>} > 1. Como f;'(x) > O en (0,m) y 11151+ f1(x) = 4, se

tiene que f;(x) > A para todo x € (0, m). De igual forma, como f;’(x) > 0 para todo
x € (m,a)y lim f/(x) > A se sigue que f;(x) > A para todo x € (m,a) [ ]

Corolario 1. Sea a,b,a,B € R* y f; la transformacién de primer retorno de f. Si
1
af=1,821yb e [a®, (Ba’*")5], entonces lirgl &) =1y lim fj(x) = 1.
x—0* x—a-

Ademds, lf%l flo =1y lim f/(x) =1, si,ysolosia == 1ya*=b.
x—0* x—a-
Demostracion. Por la observacion 3 se tiene
aP=p b

xliI})lJr fl,(-x) = XILI}; (aﬁ_xﬁ)lﬂy = a@+l (12)

a+l

como b > a®*' se tiene que 1im f7(x) > 1.
x—=0*

También, por la observacién 3 se tiene

a25+2ﬁ aﬁ+ lﬁ

im f/(x) = lfm —= = —~Z 13
0= 00 e = 4
como b < (ﬂaﬁ”)% se tiene que lim f/(x) > 1. Ahora si 11’1(1)1+ fx) =1y
lim fi(x) = 1 se tiene por (12) y (13) que
b aﬁ+lﬁ

Con eso se tiene que b = a®*' y (Ba®*)p = b, a®' = (BaP*")?, obteniendo por
ultimo que 8 = 1.

b 2
Como B = 1 entonces, & = 1, de ahi se tiene por (12) y (13) que — =1y % =1,
a
teniendo que @’ = b.
Ahorasia =8 =1y a®>=bpor(12)y (13) se tiene
li%ﬂ(x) =1y lim fj(x) =1
[ ]

Demostracion. [Teorema 1] Por la proposicién 3 f tiene una aplicacién de primer
retorno f7, donde I = [0, a] y f; tiene la expresion dada en (2). Se mostrard primero
que f tiene extensién C? a los intervalos [0, m] y [m, a]. de la proposicién 4 f; tiene
una extension continua a [0, m] y [m, a]. En la demostracién del lema 1 Se tiene una

a=b

. . . ” f
expresion explicita de la derivada de f; y f; entonces, xlin”}_ fix) = —(aﬁ o
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En

como 0 < m < a tal limite existe, también se verifica que lirg fix) = —-
x—0* a

conclusién f] se extiende continuamente a [0, m]
También por la mismas expresiones explicitas de la derivada de f; y f;’. Se tiene

2B+2
que lim f/(x) = ——==, como 0 < m < a tal limite existe, también se verifica que
x—m* bBmp+1
a'p . . .
lim f7(x) = . En conclusion f; se extiende continuamente a [m, a]
x—oa- 1 bB 1

PP + 1)

(a,[i _ mﬁ)(HZ
existe pues 0 < m < a en este caso f;’ se puede extender de forma continua a [0, m].

a*2BB + 1)
bBmb+2

, existe, pues 0 < m < a en este caso f;” se puede extender de for-

b}

De (11) se puede verificar que 11'1})1+ f(x) =0y lim f/'(x) =

Del mismo (11) se verifica que lim ) = -
BB+ 1)

ma continua a [m, a].

De (1) note que f;([0,m)) = [0,a) y fi((m,a]) = (0,a]. Y como f](x) > 0, para todo
x € [0,m) U (m,a)], en conclusiéon se ha probado que f; es una transformacién de
Markov. Por el lema 1 f; es expansiva. Entonces, por el teorema 4 (del Folklore).
J1r admite una Gnica medida de probabilidad invariante y; ergédica equivalente a la
medida de Lebesgue. Ahora al aplicar la proposicién 1,

y lim g0 =

3 k-1
B = Y > (BN A, (15)
k=2

i=1

Donde B € B(R\{0}) es una medida invariante para f,;, 3. Por la observacion 1y
la proposicion 2 se sigue el resultado. u

Demostracion. [Teorema 2] Por la proposicién 3 f tiene una aplicacién de primer
retorno f7, donde I = [0,a] y f; tiene la expresion dada en (2). La idea es aplicar
el teorema de Thaler (Teorema 5), para la aplicacién de primer retorno f;. Suponer
que b = a®*!. De la observacién 3 se puede verificar que f es 2 veces diferenciable
en [0,m) y (m,a] donde la derivada en los extremos es la derivada lateral. De la
proposicién 4 se tiene que f;([o,m)) = [0,al y fi((m,a]) = [o, a].

1
De las observaciones 3 y 4, y del hecho que b = a®*' y b < (Baﬁ”)" se tiene:

aﬂ“,B
11'I(r)1+ﬁ(x) =1y lim f/(x) = o > 1 (16)
De la observacidn 3 se verifica que:
fi'(x)>0sixe0,m)y f'(x) <0sixe (m,a) a7

De esto junto a (16) se tiene que el Unico punto fijo de f; en [0, a] ademads, la derivada
es igual a 1, hasta aqui se verifica T1y T2.
De (16) y (17) se sigue que dado & > 0, existe A(g) > 1 tal que f/(x) > A(g) para
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B+1
todo x € [£,m) = [0.m) \ (0.) y f1(x) > abﬁ

verifica T3y T4.

> 1 para todo x € (m,a]. Esto

77

1

17

Para completar las hipétesis del teorema de Thaler falta probar que es una

funcién acotada en [0, m) U (m, al.
De la observacion 3 se tiene:

B (a8 = ) (@+1)

;/(X) ab~ap o stxelom
I _

S =
(1) B %ﬂ;l) , si x € (m,al

17
I/

(f))?
5 f; preserva una tnica medida invariante (o — finita) infinita ergddica equivalente
a la medida de Lebesgue.

1

lo que significa que efectivamente es una funcién acotada. Asi por el teorema

Sib= (,Baﬁ”)ﬁ la demostracién es andloga. Solo que en este caso x = a es el Unico
punto fijo en (m, a], ademds, fj(a) = 1y f{(x) > a > 1, Vx € [0, m]

Nuevamente se aplica el Teorema 5 (Thaler) en ambos casos, la medida definida en
(15) es una medida invariante para f por la proposicién 1.

De la observacidn 1 y proposicién 2 se sigue el resultado. [ ]

Demostracion. [Teorema 3] De la observacion 3 y la proposicion 4, se tiene que
f1 es 2 veces derivable en [0,m) y (m,a]. Ademads, fi([o,m)) = [0,aly fi((m,a]) =
[0, a]. Por el corolario 1

lim f/(x) =1 = lim f/(x)
x—0* x—a~

Note que x = 0 y x = a son los unicos puntos fijos de f;, de la observacién 3
7'(x) > 0, para todo x € [0,m)y f;"(x) < O, para todo x € (m,a]. Por tanto,

f{(x) > 1 para todo x € (0,m) U (m,a) y para todo € > 0 resulta que existe A(e) > 1

tal que f7(x) > A(e) si x € [e,m) U (m,a — €]. Ademds, f; es creciente en (0,€) y f/

es decreciente en (a — €, a).

Con esto f; satisface las condiciones 7| a T3 del teorema de Thaler. Para aplicar

4

1

dicho teorema basta probar que 77 es acotada.
1
De la observacion 3 se tiene:
2x —
- (x a), si x € [0,m)
V() b

(freo) | 2

i si x € (m,al
a
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Esta funcién es acotada en [0, m) U (m, a].

Por tanto, f; satisface las hipétesis del teorema de Thaler. Asi por el teorema 5 f;

preserva una unica medida invariante infinita ergddica equivalente a la medida de

Lebesgue. De la proposicién 1, observacién 1 y proposicion 2 se sigue el resultado.
[ ]

5 Conclusiones

Bajo las condiciones de los tres resultados principales y tomando en cuenta que
la medida existente (en cada caso) es equivalente a la medida de Lebesgue, significa
que la medida asocia un valor positivo a los intervalos. Por tanto, en cada uno de los
teoremas la transformacion es transitiva, esto es, existe un punto en R cuya 6rbita es
densa en R.
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