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Transitividad de familias en la recta real con
asintotas horizontales y asintota vertical
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Abstract In the space of increasing transformations without fixed point of the real
line with a vertical asymptote, conditions have been shown to determine chaos, but
the case with horizontal asymptotes has been little studied. In this work we study
this kind of transformations on the real line with a vertical asymptote and two ho-
rizontal asymptotes, demonstrating conditions to obtain transitivity and that the set
of periodic points is dense on the real line. In addition, it is shown that the existence
of periodic orbits of period 2 or 3 eliminate the possibility of transitivity
Keywords expansiveness, one-sided shift, periodic orbit, symbolic dynamics, tran-
sitivity.

Resumen En el espacio de transformaciones crecientes sin punto fijo de la recta
real con una asintota vertical se han mostrado condiciones para determinar caos,
pero el caso con asintotas horizontales ha sido poco estudiado. En este trabajo se
estudia esta clase de transformaciones en la recta real con una asintota vertical y dos
asintotas horizontales, demostrando condiciones para obtener transitividad y que el
conjunto de puntos periédicos sea denso en la recta real. Ademads, se muestra que la
existencia de Orbitas periddicas de periodo 2 o 3 eliminan la posibilidad de transiti-
vidad.

Palabras Claves dindmica simbdélica, expansividad, drbitas periddicas, shift unila-
teral, transitividad.
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1 Introduccion

En los trabajos de Mufioz (2006), Lenarduzzi (2016) y Leal y Muiioz (2021) so-
bre homeomorfismos del plano con una curva de discontinuidad, aparecen en el es-
tudio de dichos trabajos, transformaciones de f : R\{0} — R crecientes con asintota
vertical en x = 0, como proyecciones a lo largo de cierto tipo de curvas. Bajo ciertas
condiciones para f, Mufioz (2015) demuestra que f es transitiva (existe un punto
cuya orbita es densa en R). Recientemente Leal, Mata, y Ramirez (2018), Boole
(1857) y Anosov (1967), inspirados en la transformacién de Boole B(x) = 1 — %,
muestran la existencia de una amplia clase de transformaciones f : R\ {0} —» R
con una asintota en x = 0, exhibiendo un conjunto invariante robustamente transi-
tivo. En el caso f es creciente, )}LI(I}* f(x), th})l— f(x) existen y f es lineal por partes,

Ifiguez y Ruiz Leal (2021) prueban una amplia clase de este tipo de transformacio-
nes y exhiben un atractor topoldgico que admite una medida ergddica absolutamente
continua a la de Lebesgue.

En los trabajos citados se le exige a la transformacién que exista 4 > 0 (con A
préximos a 1) tal que f/(x) > 4, Vx # 0 y en otros estudios se exige que f'(x) > 1,
Vx # 0, es decir forzando que )Cgrinoo [f(x)] = +c0. En el espacio de las funciones

continuas f : R\ {0} — R, que satisface:

1. f es creciente en cada componente R \ {0}.

2. 11’1})1+ f(x)=-0y h’rg f(x) = +o0.

3. f(x) # x paratodo x # 0.

4. lim f(x)=x; >0y 11’1}1 f(x) = xo donde, £~1(0) = {x¢, x1}

X—+00

Leal, Mata, y Mufioz (2018) muestran condiciones para que este tipo de trans-
formaciones sean transitivas y que el conjunto de puntos periddicos sea denso en R.
Contrario a esto en Leal, Tineo, y Lugo (2022) se demuestra que si f satisface las
condiciones 1, 2'y f~'(0) # @; entonces w(x, f = {0}) es una 6rbita periédica de
periodo 2 o w(x, f) para todo x € R\ (U,s0 f"(0).

Note que en un trabajo f~'(0) = @ y en el otro trabajo (Leal, Mata, y Mufioz,
2018) f71(0) = {xg,x1} con xg < 0y x; > 0. Una pregunta natural es ;Cudl es el
comportamiento dindmico de f si £~'(0) posee un tnico punto? Se puede pensar
que el comportamiento es como lo demostrado en Leal et al. (2022) o la dindmica
es como en Leal, Mata, y Mufioz (2018). En el presente trabajo se responde esta
pregunta en el siguiente resultado.

Teorema 1. Si f : R\ {0} — R satisfacen las condiciones (1)-(3) y existe x; > 0 tal

que f71(0) = x;, lim f(x) = x;y lim f(x) = 0; entonces \J,so f"(0) es denso en
x—+00 X—=00

R si, y solo si, f es transitiva.

Es importante mencionar que este tipo de aplicaciones aparece en homeomorfis-
mos del plano con una curva de discontinuidad como proyeccion de ciertas curvas
en el eje vertical (Lenarduzzi, 2019; Leal y Mufioz, 2022). Lo cual indica que en-
tender el comportamiento dindmico del modelo unidimensional, ayuda a entender
el comportamiento bidimensional.
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Es importante mencionar que este trabajo estd organizado de la siguiente for-
ma: dentro de la seccion 2 se estudia la condicién de expansividad y se prueba una
condicién equivalente. En la seccidn 3 se consideran las particiones generadas por la
misma transformacion. En la seccion 4 se muestra el teorema principal, con la técni-
ca usada para la demostracién del teorema 1, bajo las mismas hipétesis se prueba
que el conjunto de puntos periddicos es denso en R. Contrario a esto también se
prueba que la existencia de puntos periddicos de periodo 2 o 3, no permite que esta
clase de transformaciones sea transitiva.

2 Expansividad

En esta seccion f : R\ {0} — R denota un SAC-1P, si satisface las condiciones
1-4. Como f~'(0) # @, se considera la siguiente notacién:

A= J@uO =1y Ap=| v
j=1 nx1

donde Ry =R\ Ay.
Por la definicién de SAC-1P y sus propiedades, se obtiene lo siguiente:

Observacion 1. Si f un SAC-1P, entonces:

1. f(0,x1) =Ry
2. f(Ro) =Ry y f(Ry) = (—00,x1)
3. f2(x1,+oo) =Ry

Note que si x € Ry el iterado f"(x) estd bien definido para todo n > 1.

Definicion 1. Sea f : R\ {0} = R un SAC-1P. f es expansivo si para todo x # y en
Ry, existe N > 1, tal que

M- o) <o.

Es importante tomar en cuenta que la existencia de una érbita de periodo 3, para
este tipo de transformaciones, obstruye la existencia tanto de transitividad como de
expansividad.

Lema 1. Sea f : R\ {0} = R un SAC-1P. Si existe X un punto periddico de periodo
3, entonces f no es expansiva y no es transitiva.

Demostracion. Suponga que X es un punto periddico de periodo 3 para f. Se denota
X = Xo, f(0) = fG1) y f(Xo) = f*(x2), note que f*(Xp) = %o = f(¥2). Suponga
que Xo > X1, sea x > Xy, entonces:

x> f(x) > f(xo) > f(x1) =0

luego aplicando f nuevamente, 0 > f2(x) > X3, entonces f3(x) > f(¥) = X, esto
significa que f3(Xy, +00) C (xg, +0). Tomando
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B = (x2,0) U (x1, x1) U (X0, +00)

se tiene que f(B) C B, ademds f(xg, +o0) = (X1, x1)y F2(x0, +0) = (x2,0). Esto
muestra que f no es expansiva porque si se considera x # y en
(X, +0), f(x) - f(&») > 0, pues f(x),f(y) entonces en (x,x;), también
F2(x), f2(y) € (32, 0), en este caso fz(x) . fz(y) > 0y finalmente f3(x) . f3(y) >0
pues f(x), () € (Xo, +0).

Como f(B) € By (—c0,X;) N B = @ se sigue que f no es transitiva, pues B es
abierto f"(B) C Bparatodon > 1. O

Lema 2. Sea f : R\ {0} — R un SAC-1P. Si existe un punto periédico de periodo
2, entonces f no es transitiva y no es expansiva.

Demostracion. Sea X un punto periédico de periodo 2 para f. Por el lema 1
X € (—00,0) 0 x € (0,x1), si x € (—00,0) entonces f(x) < x;. Luego el conjun-
to

B = (=00, x]U (0, f(X)]

satisface que f(B) C By al igual que en el lema 1 f no es transitiva y no es expan-
siva. Ahora si x € (0, x1) entonces tomando

B = (=00, f(x)] U (0,x]
se tiene que f(B) C B, probando lo deseado. O
Lema 3. Sea f un SAC-1P. Si f es transitiva, entonces f es expansiva.

Demostracion. Suponga que f es transitiva. Suponga que f no es expansiva. En-
tonces x # y, tal que . ‘

S f/3),¥j=0
Suponga que x <y, lo que significa que

fxylnA;=2,¥j>0

se concluye que f%([x, y]) no posee puntos en

Jrmo.

n>0

Se denota I = [x, y]. Como f no es transitiva existe k > 1, tal que f*(/) N1 # @.
Siendo f continua y creciente en cada una de las componentes y fi(I) C Ry, ¥iz 0
donde j =00 j =1, como f*(I) U I es un intervalo. Note que

AAnffnn o

RV Aol
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Es un intervalo y ademds estd contenido en una de las componentes conexas de
R\ {0} (Rp o Ry), continuando con este proceso se construye que

7=

n>0
es un intervalo invariante por fk, es decir, fk(k) C J. Ademds, JN Ay = @, por tanto
Te=JUf)U---U )

es union de intervalos que estd propiamente contenido en Ry y f(Jy) C (Jp), esto
muestra que f no puede ser transitiva, lo cual es una contradiccién suponer que f
no es expansiva. O

Lemad4. Sea f un SAC-1P. f es expansiva si, y solo si, Ay = {0YU,3, A,, es denso
en R\ {0}

Demostracion. (=) Suponga que f es expansiva. Suponga que Ay = |J;~, A, {0},
no es denso R \ {0}. Entonces hay un intervalo J tal que

JUF™0)=2,Yn>0

por lo tanto, f*(J) Cc Ry o f*(J) € Ry,¥n > 0. Ahora bien, sea x # y en todo J, por
lo tanto como f es expansiva, existe N > 0, lo cual fV(x) - f¥(y) < 0, de aqui se
tiene que fN(J)NRy # @ y fN(J) NR; # @. Por tanto, es una contradiccién.

(<) Ahora suponga que Ay = [ J;~, A, {0} es denso en R {0}. Sea entonces a # b
en Ry, se considera un a < b, siendo Ay denso, entonces existe un x € Ay, tal que
x € (a,b). Sea N < 1 el minimo, tal que

7 O)yN(a,b)+ o

Por lo tanto, f¥(a) - fN(b) < 0. m]

Lema 5. Si f es expansiva entonces Ry es un conjunto totalmente disconexo y
fRy) =Ry

Demostracion. Como f es expansiva por el lema 5, Ay es denso en R, entonces
Ry = R\ Ay es totalmente disconexo, es decir, Ry no contiene intervalos. En lo
siguiente se prueba que f(Ry) = Ry. Para lo cual, sea x € Ry y f(x) ¢ Ay, pues si
f(x) € Ay, entonces x € Ay, lo que es una contradiccion. Asf f(x) e R\ Ay = Ry,
esto muestraque Ry C f(Ry). Siy € f(Ry), entonces existe x € Ry, tal que f(x) =y,
como x € Ry, f(x) € Ry, luegoy € Ry. O

3 Particion Inducida

Definicion 2. Sea K un conjunto finito de R. Px denota una particién de R generada
por K, si sus elementos son intervalos de R que satisfacen:
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1. Ic KyINK = @, para todo I € Pg.
2. Urep, I =R\ K;
3. Sil,JePg conl # j,entonces INJ = @

Pk es la familia de todas las componentes conexas en R \ K.

Lema 6. Sean n > 1y P4, la participacion generada por A,. Si I es un dtomo de
la particion Py, entonces f"(I) € {Ry, (0, x1), Ry}

Demostracion. Por induccidn, en el caso n = 1 es evidente por la observacién 1
f(0, x1) = Ry, de aqui:
A ={Rg, (0, x1), Ry}

Se supone que el lema 6 es cierto para alginn > 1. Sea J € Py, como A, C A1,
existe [ € Py, tal que J C I, por la observacion 1, se tiene 3 opciones para f"(/).

1. Si f"(I) = Ry, entonces por la observacién 1 f"*'(I) = R;, por lo tanto,
I NA, = @y por la definicion 4, I € Py lo cual J = 1,
demostrando que f"*!'(J) = Ry.

2. Si " = (x0,0), por la observacion 1, aplicando f, se tiene que =Ry, por
tanto, I N A, = @, luego por la definicién de particién, I € Py, , con J = I, lo
cual demuestra que f™*!(J) = (xo,0).

3. Si f*(I) = Ry, por la observacién 1, aplicando f, se tiene que f"*'(I) = (o0, x1),
existe y € I, tal que f"*!(y) = 0y por la definicién de particién, existe J; y J, en
Py, talque Jy UL U{y} = I, {y} = 01, U o, /71 (J)) = (X1,0) y /7 1(h) = Ry,
por la definicion 4 se tiene que J = I} o J = I, en cualquier caso se muestra que

n+l?

n+l?

) € Ry, (0, x1), Ry}

Lema 7. sea f un SAC, para cada n > 0, se tiene que

RV ®RY = 1

I€Py,

Demostracion. Por induccién. Para n = 1 es inmediato por la observacién 1. Su-
ponga que la proposicién es valida para n. Primero, se usa la hipétesis de induccion,
nétese que:
F R U R = T ®RA(OD =
I€Py,

Seax € f 1 (Ry) U f(R,), entonces x € UIEPAn £, lo cual existe [ € Pa,,
tal que x € f~'(I), como I N A, = @, luego x € R \ A,,, entonces x € Usep, e
Por tanto existe un J € Py,41, tal que y € J. Por consiguiente

ve [ J o

1Py,
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4 Dinamica Simbolica y Transitividad

En esta seccidn se mostrard la relacidn entre la dindmica simbdlica asociada al
subconjunto Y}*(1,2) y la dindmica de f restricto a Ry por medio de un homeomor-
fismo. Tal relacién permitird la demostracion del resultado principal de esta investi-
gacion.

Demostracion. (=) Suponga que f es expansiva. Entonces por el Lema 5, Ry
es totalmente disconexo y f(Ry) = Ry. Se considera la siguiente aplicacién
t: Ry — 37(1,2), queda definida por #(x) = a, donde:

n =

0si ff(x)<0
1si f"(x) >0

para n > 0. Por la observacion 1 si x < 0, f(x) > 0y x > 0, entonces f(x) > 0
o f(x) < 0, en este caso si f(x) > 0, f2(x) < 0, lo que muestra que ¢ est4 bien
definida. La idea de la demostracion es probar que ¢ es una conjugacion topolégica
entre o* : Y°(1,2) —» > (1,2)y f lz,: Ry — Ry, es decir, se debe probar que ¢
tiene un homeomorfismo y

(to f)x) = (o7 o 1)(x)

para todo x € Ry, se mostrara primero que ¢ es un homeomorfismo.

t es inyectiva, sea x # y en Ry y se denota como a = #(x) y b = #(y), siendo f
expansiva, existe N > 1, tal que el producto fV(x) - f¥(y) < 0; por tanto ay = 1y
by =00ay =0y by =1, en cualquier caso ay # by y asia # b.

t es continua, sea R, se denota como a = #(x).Si €> 0, entonces existe M > 1,
tal quesib € };"(1,2),cona; = b;, YO < j < M + 1, después de esto y como quedd
definida ¢ se tiene que d»(a, b) <€. Por otro lugar, existe / € Py,,,,. De aqui se sigue
que

FfiihN{0}=a,Y0< j<M+1

Sea ¢ = d(x, dI), entonces para
yeEx—-6,x+0)NRyCl

se tiene ‘
fO)ER,,VO<I <M

Abhora bien, llamando b = #(y) se concluye que

dr(1(x), 1(y)) <€

t es sobreyectiva, sea

a = (ap, a1,a3,a3,--) € » (1,2)
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también se debe tomar en cuenta el hecho de que Ry = (—00,0), R; = (0, +c0), se
considera el siguiente conjunto:

HO :Rao;
Hl = Rao mf_l(Ral);

Hn = Rao m f_l(Ral) m e n f_”(Ra”),Vn 2 la
Note que
Hn+1 C Hna VYn >0

Afirmacion 1: H, # @y H, € P,,

Demostracion. Por induccién. Para n = 1 la proposicion es vélida. Note que
Hy = RgoR; y f71(0) = {x;}. Aqui A; = {0,x;}. Ademds f~'(Ry) = (0, x;)
y F'Ry) = (-00,0) U (xp, +0) en cualquier caso Hy € Py Hy # @ pues
H =Ron f'R) o H =Ry n f Ry o H =Ry n f(R,. Note que el ca-
so Ry N f~1(Ry) no estd considerado.

Suponga que H, # @y H, € P4, como a € };"(1,2) H,,1 # @. Falta ver que
Hy.1 € Py,,,, para ello si F Y 0)N H, = @ existe [ € P4 _,. Por el Lema 7 y con
el hecho de que H,,; # @ existe [ € Py, tal que H,y; = H, N[ # @. Luego, por
la definicién 4.3 H, = I, donde se obtuvo que H,;1 € P, ,,. Después, si f*!(y) = 0
entonces, por la definicion 7 y ademds que A, C A,, existen I, y I en Py,
disjuntos tal que I; UL, = H, \ {y}. De esto y por Lema 6, si f"*!(I;) C Ry, entonces
F1(1,) € Ry o viceversa. Por tanto I; e I, est4 contenido f _"_1(Ra,,+. ). Por el Lema
7H,y1 = H,Nn1 o Hyy = H, N I, en cualquiera de los casos H,.1 € Py,,,.
Encontrando el resultado deseado dentro de la afirmacion 1. m]

Afirmacion 2: Existe N > 1 tal que Hy es un atomo acotado de P4,

n+l*

Demostracion. Suponga que H, no es acotado para todo N > 1. Caso 1. Siagy = 0
entonces, @y = 0y dgy1 = 1 Vk # 0. Porinduccién k = 0, Hy = Ry y f'(R)) =
(—00,0) U (x1, +00), es decir, a; = 1.

Suponga que ax; = 0y a4 = 1 paraalgin k > 0. Entonces, de esto y Lema 6, se
sigue que f2*(Hay) = Ro y f**(Hy) = Ry, por lo tanto, f* (Hyy1) = (0, x1), por
ser Hyiyy no acotado f2**2(Hy,1) = Ry, esto implica que f~2*72(0) N Hyyy = @,
en este caso Hyr1 = Hopyo. Asi fP*2(Hyn) = R luego axi, = 0. Entonces
PR (Hy 1)) = R, Hogeerys1 © Hogsry de hecho 28D (Hyy40) € Ry asi
ak+1y+1 = 1.

Caso 2. Si gy = 1 entonces, a3y = 1, azge; = L yazge2 =0

Por induccién en k. Como Hy = R; entonces, H; = (x1, +0). Por la Observacion
1.3 f2(H,) = R por tanto a, = 0. Esto prueba el caso k = 0.

Suponga azr = az+1 = 1y azso = 0 para algin £ > 0. Lema 6 y que
azer = 1, fPRH3k) = Ry, ' (Har) = (0,x1) y %2 (Hapin) = Ro. Note que
f3k+3(H3k+2) = Ry, como H3.3 C H3k4p entonces, asg.3 = 1 ademas, Hzi.3 €S no
acotado entonces, f**3(Hsi3) = Ry. Ya que fP* D (Hyg, ) = (—o0, x1) existe
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y € Higyr) tal que f2**D¥1(y) = 0. Como f es creciente en cada componente cone-

xa de R\ {0}, Hyk+1y41 = (v, +0) y PV (Hyppy41) = (0, x1) asf azgenyer = 1y

a3k+1)+2 = 0, con esto termina la prueba de la afirmacion 2. O
Afirmacién 3: Si x € ), H,, entonces x € Ry.

Demostracion. Suponga que x ¢ Ry, entonces por la afirmacién 2 existe N ¢ 1 tal
que Hy es acotado. Por la afirmacion 1 existe y € Ay tal que
Hy = (x,y) o Hy = (3, x), los siguientes casos posibles:

Caso 1: Si Hy = (x,y) y ay = 1 entonces,

anok =1y anows1 =0, Vk>0 (1)

Se probard por induccibn en k. De la afirmacion 2 y lema 6
FN(Hy) = (0,x1) o fN(Hy) = Ry. Si fN(Hy) = (0, x1) entonces, fN*'(Hy41) = Ro
en este caso ayy; = 0. Ahora, si fN(Hy) = Ry, existe y; € (x,y) = Hy tal que
(1) = 0. Entonces, fN*!'(Hyi1) = (=00,0) = Ry o N (Hys1) = (0,x1)
como x € Hy; se tiene que Hyyp = (x,y1) y como fN es creciente en Hy,
fN”(HNH) = (-00,0) = Rg asf ay;; = 0 esto muestra que (1) es verdadero pa-
rak =0.

Suponga que (1) es verdadero para algin k > 0, esto implica que
fN+2k(HN+2k+1) =Ry por observacion 1 y lema 6. Por tanto fN+2k+l (Hyso+1) = Ry
asf aysoes2 = 1y Hyiokr1t = Hysowso. Note que fN2EDYN Y ) = (=00, x1),
razonando igual que el caso k = 0,

2kt 1)+1 .
VR Y aine) =Ro Y asi ansagenysr =0

esto prueba Caso 1.
Caso 2: Si Hy = (x,y) y ay = 0, entonces

a2 =0 ¥y anu1 =1, Yk=0

Se probara por induccién k.
Por el Lema 6 fN(Hy) = Ry y por la observacion 1
N+l = (0, x) o fN*1(Hy,1) = Ry, en cualquier caso ay,; = 1.
q
Suponga que la afirmacidn es verdadera para algtin k > 0, entonces por el Lema

65
Y Hyso) = Oox) o Y Hyew) = Ry Si
FNPHN (Hyoe1) = (0,x;) por observacion 1 y lema 6

ansag+1y = 0y ansowsn+r = 1. Ahora, si N2 1(Hy,141) = Ry por observacién
1, se tiene que existe y, € Hy. o1, tal que f¥+2*2(y,) = 0. Como x € Hy o442, del
Lema 6 y afirmacién 2 fN 2 *D(Hy,»4,1)) = (=00,0) = Ry de esto y observacién
1Lanawsy = 0y anioginer = 1

Caso 3: Si Hy = (3,x) y ay = 1, entonces o(a) es una érbita periédica de
periodo 3.

Se probari esto, por Lema 6 se tiene que fN(Hy) = (0,x;) o fN(Hy) = Ry, en
este caso por observacién 1, f¥*!(Hy) = (-0, x;) y razonando igual que antes y el
hecho que x € H,, Vn > 0 se puede probar sin problemas.




10 Dimas Geovanny Vera Pisco y Luis Bladismir Ruiz Leal

Caso 4: Si Hy = (y,x) y ay = 0 entonces, o (a) es una 6rbita de periodo 3, de
hecho anN43k = 0, AN+3k+1 = 1, AaAN+3k+2 = 1, VY > 0. Por Lema 6 fN(HN) = R(), luego
VU (Hys) =Ry y fN*2(Hy,1) = (-0, x;) esto implica que existe un y3 € Hy, tal
que fN*1(y3) = 0 como x € Hy,2 y Hysz C (v, %), se tiene que fN*2(Hy.) = (0, x1).
Asiay =0, ays1 = 1y ays2 = 1 usando el mismo razonamiento se puede probar
por induccién en k Caso 4.

En conclusién de los 4 casos, o™ (a) es una 6rbita perfodica de perfodo 2 o 3 pero
esto es una contradiccién. Asi x € Ry, por tanto ¢ es sobreyectiva.

h~! es continua. Seaa € Y *(1,2). Se denota x = h~!(a). Sea € > 0. De la manera
que se construyeron los H, en la prueba de & es sobreyectiva, tenemos que x € H,
para todo n > 1. Entonces, el diam(H,,) — 0, cuando n — +oo. Por lo tanto, existe
un N > 1 talque Hy C (x—¢, x+e€. Por otro lado , existe § > O tal que sib € },*(1,2)
con d(a,b) < 6 entonces a; = b; para todo 0 < j < N. Entonces, y = h () € H;
paratodo 0 < j < N, es decir, y = h™'(b) € H, C (x — ¢, x + ¢). Asi queda probada
la continuidad de A~!.

Para finalizar, falta probar que ¢ o f = 0™ o h. Para ello, sea x € Ry y denotando
a = f(f(x)) se tiene que a, = 0, si f"*'(x) <0o0a, = 1,si f**'(x) > 0 para todo
n > 0. Por otro lado si b = h(x), se tiene que, o*(#(x)) = (b1, by, b3, - ). Note que
(b1,by,b3,--+) = (ay,as,as,-- ). Lo que muestra que ho f(x) = 0 o h(x), para todo
X € Rf. m}

5 Conclusiones

Del resultado principal y de la técnica que se usé para demostrarlo, se concluye:

1. Sea f es un SAC-1P y expansiva, en el teorema 1 se demostré que flzy es to-
polégicamente conjugado al shit o, y como el conjunto de puntos periddicos
Per(c*) es denso en Y."(1, 2), se tiene Per(f) es denso en R.

2. Sean f'y g dos SAC-1P. Como ambas funciones son topolégicamente conjugados
a o, digamos que por #; : Ry — 3°(1,2) y t, : R, = X°(1, 2) respectivamente.
Entonces t;l oty es una conjugacion topoldgica entre f y g, lo que significa que
posee a misma dindmica.

6 Bibliografia

Referencias

Anosov, D. V. (1967). Geodesic flows on closed Riemannian manifolds of negative
curvature. Trudy Matematicheskogo Instituta Imeni VA Steklova, 90, 3-210.



Referencias 11

Boole, G. (1857). XXXVI. On the comparison of transcendents, with certain appli-
cations to the theory of definite integrals. Philosophical Transactions of the
Royal Society of London(147), 745-803.

Iniguez, A., y Ruiz Leal, B. (2021). Atractores en funciones lineales crecientes por
parte en la recta real. Revista Digital Novasinergia, 4(2), 48—61.

Leal, B., Mata, G., y Mufioz, S. (2018). Families of transitive maps on R with
horizontal asymptotes. Rev. Un. Mat. Argentina, 59(2).

Leal, B., Mata, G., y Ramirez, D. (2018). Traslaciones de Transformaciones Tipo
Boole Robustamente Transitivas. Revista Digital Novasinergia, 1(1), 1-13.

Leal, B., y Muifioz, S. (2021). Hénon-Devaney like maps. Nonlinearity, 34(5),
2878.

Leal, B., y Mufioz, S. (2022). Invariant cantor sets in the parametrized Hénon-
Devaney map. Dynamical Systems, 37(1), 105-126.

Leal, B., Tineo, y Lugo. (2022). Una nota de transitividad de transformaciones
crecientes a trozos sobre R. Selecciones matemdticas, 9.

Lenarduzzi, F. (2016). Heneralized Hénon-Devaney Maps of the plane. IMPA, Tesis
Doctoral.

Lenarduzzi, F. (2019). Recoding the Classic Hénon-Devaney Map. arXiv preprint
arXiv:1912.06293.

Mufioz, S. (2015). Robust transitivity of maps of the real line. Discrete & Conti-
nuous Dynamical Systems, 35(3), 1163.

Muiioz, S. (2006). Robust transitivity and ergodicity of transformations of the real
line and real plane. IMPA, Tesis Doctoral.



