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Funcion de Green en una franja horizontal
infinita de amplitud 7 con frontera mixta
Dirichlet-Neumann usando el método
parqueting-reflections

Green’s function on an infinite horizontal strip
of amplitude 7 with Dirichlet-Neumann mixed
frontier using the parqueting-reflections method
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Abstract This article deals with the construction of a Green harmonic function in a
domain consisting of an infinite horizontal band in C of amplitude = whose bounded
is mixed under the Dirichlet-Neumann conditions, such a function will be generated
using analytical processes based on the method of reflections. The ideas produced
in this research can be used in other types of mixed problems and other partial diffe-
rential equations whose domains are delimited or not. The Green function generated
allows obtaining the Poisson Kernel, which leads to the production of integral repre-
sentations of solutions of boundary value problems in partial differential equation.
Keywords: Green’s Harmonic Function, Reflections Method, Dirichlet’s Boundary
Condition, Neumann’s Boundary Condition, Mixed boundary condition.

Resumen: En el presente articulo se aborda la construccién de una Funcién arméni-
ca de Green para un dominio consistente en una banda horizontal infinita en C de
amplitud 7 cuya frontera es mixta bajo las condiciones Dirichlet-Neumann, tal fun-
cién se generard empleando procesos analiticos basados en el método de las refle-
xiones. Las ideas producidas en esta investigacion se pueden utilizar en otros tipos
de problemas mixtos y otras ecuaciones en derivadas parciales cuyos dominios sean
delimitados o no. La funcién de Green generada permite la obtencion del Kernel
de Poisson, insumo importante en la produccién de representaciones integrales de
soluciones de problemas de valores de frontera.
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de frontera de Dirichlet, Condicion de frontera de Neumann, Condicidn de frontera
mixta.

1 Introduccion

La ingenieria es una de las ciencias con muchas aplicaciones matemadticas donde
se estudian las soluciones a la mayoria de problemas sobre mecédnica (sélidos y
fluidos), fendmenos relacionados al calor, acustica, electromagnetismo, mecanica
cudntica, entre otros (Nagle, 2017) ; tales fenémenos pueden modelarse para obtener
soluciones Optimas a partir de problemas con valores en la frontera para Ecuaciones
en Derivadas Parciales. Es sabido que un problema de valor de frontera involucra
una ecuacion diferencial y unas condiciones de borde cuya solucién resuelven un
fenémeno determinado.

La funcién arménica de Green es solucion fundamental para el operador de La-
place Au = 40,0:u para dominios regulares en el plano ID con valores de frontera que
se anulan, existe para cualquier dominio en el cual el problema de Dirichlet sobre
funciones arménicas con datos de limites continuos tiene solucién. Asi, en princi-
pio, la existencia de la funcién arménica de Green esta garantizada para una amplia
clase de dominios (incluso C). Por lo tanto, dado que a través de la funcién de Green
se proporciona la solucién al problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson, es
importante conocerla explicitamente (Begehr y Vaitsiakhovich, 2010a). La funcién
armoénica de Green para dominios simplemente conexos en C puede obtenerse por
varias vias (Begehr y Vaitsiakhovich, 2010b): usando el método de invarianza con-
forme a través del mapeo conforme en dominios acotados o no acotados, conexos o
multiplemente conexos (Vergara y Vanegas, 2021), luego en dominios poligonales
este mapeo se obtiene por medio de la férmula de Schwarz-Christoffel (Cedefio y
Vanegas, 2022; Abdymanapov y Tungatarov, 2005; Wang y Wang, 2010; Driscoll
y Trefethen, 2002), sin embargo a veces estos mapeos conformes resultan ser algo
complicados, para estos casos se recurre al método de las reflexiones (Begehr, 2015;
Begehr y Vaitsiakhovich, 2013), citado por primera vez por (Villat, 1911) y usado
ampliamente en (Begehr, 2005; Lin, 2020; Vaitsiakhovich, 2008; Shupeyeva, 2013b;
Wang, 2011) y que consiste basicamente en construir un mosaico en el plano C a
partir de las sucesivas reflexiones de un punto a través de las fronteras, los puntos
que forman este mosaico segun las condiciones de frontera producen una funcién
meromorfa (Shupeyeva, 2016; Natanzon, 2019) que es insumo necesario para for-
mar una funcién arménica de Green, esto sumado a representaciones integrales que
involucran la funcién de Green, proporcionan una solucién a un problema de valor
de frontera con condiciones de borde mixtas. El método funciona para varios do-
minios especiales cuya frontera se compone de arcos circulares o lineas rectas, por
ejemplo discos, sectores circulares, medios planos, bandas, medias bandas, conos,
anillos concéntricos, franjas hiperbdlicas y otros mas (Vaitekhovich, 2008; Begehr y
Vaitsiakhovich, 2010b; Lin, 2020; Taghizadeh y Mohammadi, 2017; Begehr y Vai-
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tekhovich, 2013; Begehr, 2014; Shupeyeva, 2013a; Begehr y Vaitekhovich, 2012;
Akel y Begehr, 2016; Anas, Abd Albasset, y Hasan, 2018).

Con este antecedente en la presente investigacion se plantea:

Obtener explicitamente la Funcién Arménica de Green G (z, §) para un dominio
Q C C consistente en una banda horizontal infinita de amplitud 7 en cuyas fronteras
se plantean condiciones de Dirichlet y condiciones de Neumann, usando el método
de las reflexiones.

Para cumplir tal objetivo se esbozan los siguientes objetivos especificos:

1. Aplicar el método de las reflexiones en la generaciéon de los puntos (ceros y
polos) a partir de un z € 2 bajo las diferentes condiciones de borde.

2. Generar y comprobar la funcién meromorfa resultante quien es la base en la
construccion de la candidata a funcién de Green.

El desarrollo del presente articulo conlleva la siguiente estructura: En la seccién 2 se
dan las principales definiciones y teoremas que sirven de base teérica en la construc-
ci6én de una funcién de Green como son: la definicién del método de las reflexiones,
las propiedades que cumple una funcién de Green y la definicién de la solucién fun-
damental; en la seccion 3 y en respuesta a lo planteado en el objetivo especifico 2,
se aplica la reflexion de un { sobre dos fronteras que hacen las veces de espejos:
Im(z) = 0 con condiciones de borde de Dirichlet y Im (z) =  cuyas condiciones de
borde obedecen a las condiciones de Neumann. En base a lo propuesto en el obje-
tivo especifico 3, la generacion de una serie de polos y ceros da paso a un mosaico
en el plano C y consecuentemente a una funciéon meromorfa, ingrediente principal
en la construccion de una expresion que es candidata a funcién arménica de Green,
con la aplicacién de las condiciones necesarias se logra establecer lo planteado en
el objetivo principal.

2 Preliminares

2.1 Funcion Armonica de Green

Definicion. (Begehr, 1994) Una funcién G(z,zp) en un dominio simplemente
conexo 2 de C que tiene como propiedades:

1. G(z,20) es arménicaen z € 2\ {z0},
2. log|z—z0|+ G (z,20) es armdnica en la vecindad de zo,
3. lim G(z,z0) =0;

7—t€IQR

Se la denomina funcién de Green en (2 para el operador de Laplace, ademas:
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Teorema. La funcién de Green cumple adicionalmente:

1. G(z,20) >0,
2. G(z,20) = G(z0,2)

2.2 Parqueting-Reflections Principle

Una de las herramientas mds importantes para construir funciones armoénicas de
Green para el operador de Laplace A, es el llamado Parqueting-Reflections Principle
o principio de las reflexiones, éste se aplica a un dominio plano D en C si su frontera
consiste en arcos de circulos o lineas rectas, tales que las reflexiones continuas de un
punto del dominio en las fronteras conducen a un mosaico de C o de varias muestras
de C. El método se describe completamente en numerosos articulos de H. Begehr y
otros autores (Begehr, Burgumbayeva, Dauletkulova, y Lin, 2020).

Es conocido que en el plano complejo €, los circulos y lineas rectas se represen-
tan mediante ecuaciones de la forma (Begehr, 2015):

I'=az+az+az+pf=0, 0<daa—af, acC, afeR (1
Definicion. Para z € C, el punto z, que satisface:
oz Z+az+az+p =0, )
es llamada la reflexién del punto z sobre I".

Seguidamente en la subseccion (2.3) se muestra un ejemplo (Gamelin, 2001) de
una funcién de Green para el semiplano superior mediante la reflexién de § € H:

2.3 Funcion de Green en H C C =1Im(z) >0

Para H C C, la funcién de Green toma la forma:
G(2.¢) = 5 (1ogl~ ¢ ~og s~ Z)
,0) = — (log|z— | —log|z—
Z o g |2 g21Z

X 3)
G(z,¢) = 5 log

=
=€
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Im(z)
e zero
:
: — ¥ Re(2)
I Dirichlet
|
i
ge pole H={zeC:0<Im(z)}

JH={zeC:Im(z) =0}

Figura 1: Funcién de Green para H
Fuente: Creacion propia

2.4 Convergencia para productos infinitos

Definicion. Sea (z,),~, una sucesién de nimeros complejos. Si HZ" converge
j=1

absolutamente, entonces Hzn converge (Trench, 1999). En otros términos, si:
j=1

Z |zn — 1] < 4o, entonces Hzn converge
n=1

n=1
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3 Resultados

3.1 Construccion de la funcion candidata a funcion de Green en
Q={zeC:0<Im(z) <7}

Para generar el mosaico (parquet) infinito en el dominio, témese { € Q, quien
serd sometido al proceso de reflexion en ambas fronteras, estas son espejos que
generan imégenes, en este caso las reflexiones de § sobre I3 : Im(z) = m y sobre
I3 : Im(z) = 0 dan como resultado los puntos §, y §; respectivamente, al repetir el
proceso con estos puntos sobre I7 y I y a su vez con todos los puntos reflejados,
proporcionan un entramado que cubre C, cada punto serd etiquetado como un polo o
un cero de acuerdo a las condiciones de borde de Dirichlet y Neumann (Lin, 2021).
En la Figura (2) se muestra el proceso geométrico de construccién de cada punto.

Im(2)
.
?§14:§+[”+(”—n)]i
o a1 G=o+ar
T—n I
@ =g
< elz
& 0 ef—c-in
,,,,,,,,,, i

ol =C—[n+(m—n)i
g[:§712ﬂ

Figura 2: Reflexiones de § € Q sobre I} y I3

Fuente: Creacién propia

Al continuar indefinidamente el proceso se obtiene un parquet que cubre com-
pletamente el plano complejo:

La Figura (3) permite observar de forma notable un patrén de recurrencias de
puntos que son resultado de la reflexién de { a ambos lados de las fronteras, estos
puntos (ceros y polos) se los clasifica y etiqueta como:

= Ceros: {,{ +i2m,{ +idn,§ +i6m,§ +i8m,{ +il0m,{ +il2m,...
= Polos: {,{ +i2m,§ £idm,§ £i6m,§ +i8n, ¢ +£il0m,§ +il2r, ...
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Im(z)
ol +i6n o zero
57t 1
ol +idm * poe
4+ _
o( +idrx
37+
ol +i2m
21 e
1 o( +i2n I7 (Neumann)
Q ( 14 X
oC T (inchier) e @
-
ol —i2m
27 t _
®( —i21
37t ¢
ol —idm
—A4r + -
o —i4rm
-5t ¢
LY (Y1

Figura 3: Cubrimiento de polos y ceros sobre C
Fuente: Creacion propia

Por lo que una candidata a Funcién de Green para 2 es:

(z=0) ﬁ (Z—E—Z(Zk-l—l)ﬂi) (z—f+2(2k+l)m’)

Gia(z,§) = log %

(z—Z) I (= —2k+1)7) (z— C +2 (2k+ 1) i)

k=0

(z—=C—202k+2)7i) (z— C+2(2k+2) 7i)

: ( —E—z(zk+2)m’) (z—Z+2(2k+2)m‘)

“)
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3.2 Comprobacion de las propiedades para G como Funcion
Arméonica de Green

Al manipular algebraicamente G mostrada en (4) se llega a:

o 2 N2 2
—¢ —¢
(z— C)kI;IO ((z;:lem)) + 1) <<47tz(k+l)) + 1)
g o 2 7 \2
_ ¢ ~
(Z— C) kl;[() ((2;:?21#1)) + 1> <(47rz(k+1)) + 1>
Tratando los productos de (5) por separado y basados en la Definicién 2.4 sobre

convergencia se comprueba que estos convergen por lo tanto la productoria incluida
en (4) converge :

Gio(z,§)=lo ®)

o = - = 2

k;l (271'?2_ki 1)> <t = kl;ll (m) +1 converge
Ii <47:(k_€])>2 <Aoo — Ifll <<47rz(kfl)>z+ 1) converge

]i (2717?2163_ 1)>2 <t = ]f[l ((m)z—l— 1> converge
o - 2 - - 2

kg,l (m) <40 — kI;Il ((m) +1 converge

Con el uso de propiedades (Gamelin, 2001), la expresion (4) es escrita en forma
de sumatoria:

¢
—¢

= [(z=T-20k+1)mi)
2G1Q (Zy C) = log 7— C —

2
+k§)1°g ( 2(2k+ 1) i)

(z-C+2(2k+1)7i) (e { —2(2K+2) mi)
(z— C+2(2k+1) i) (Z—Z—2(2k+2)m)

X

y (z— € +2(2k+2)mi) ’

(zfz+2(2k+2) 77:i) ©

Con esto se procederd a comprobar la Definicion 2.1:
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3.2.1 Gig es arménica en Q\{{}.

Demostracion. Manipulando convenientemente G en (4) se tiene:

2610 (2,¢) =log (z— §) —log (- )

+Zlog[z—c 2(2k+1) m}+210g[z—§+2(2k+1)m
k=0 k=0

+ ilog[z—C—2(2k+2) mi] + ilog[z—§+2(zk+2)m]
k=0 k=0

—Zlogz—§ 2(2k+1) il Zlogz—c+2(zk+1)m]
k=0 k=0

—Zlog[z—C 2(2k+2) m} Zlog[z—§+2(2k+2)m %)
k=0 k=0

Al aplicar agaz a la expresion (7) se concluye que:

9;9;[2G1a] = 0
(|
3.2.2 2Gio (z,§) — Jlog|z— ¢|* es arménica en 2 con { € Q:
Demostracion. Sea .# =2Gq (z,§) —log|z— {|, operando se tiene:
///zlog(z—C)—log<z—Z)—log(Z—C)
+k§610g [c=T—2(2k+1)7] +k§610g - T+2k+ 1)mi
+i10g[z—§—2(2k+2)7ri]+ilog[z—§+2(2k+2)m‘]
—Zlog [z—C—2(2k+1)mi] Zlog [z—C+2(2k+1)xi]
=0 k=0
~ Y log [Z—C 2(2k+2) m} Y log [z—c+2(zk+2)m ®)

k=0 k=0
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Noétese que la expresion (8) posee a Z y a los puntos de las formas: Zi

2(2k+ 1) mi, § +2(2k+2) mi, § +2 (2k+ 1) mi 'y § +2(2k+2) mi. Por lo tanto .#
no posee singularidades en el dominio, concluyendo que es armdnica en 2. ad

3.2.3 Gio(z,8) =0en I3, es decir que: 1im Gig (z,§) =0.
{—telr

Demostracion. Si G se anula en I3, implica que: . lim G (z,§)=0. Porlo tanto
—tel;

¢ — 1ty ademds ¢ — 1, con t € I3, obsérvese adicionalmente que I3 = Re (z) de
donde §{ = { =t = x+ 04, hecho que es visible en la Figura (4).

Im(z)

Figura 4: Condicién de borde de Dirichlet.

Fuente: Creacion propia

2w .
. 7—t (z—t—22k+1)mi)

lim Gig (2, ) = log |~ 1 :

JMm Gie (2,6) = log| = +k§,°g (z—t1—20k+ 1))
(z—t+22k+1)7i) (z—1—2(2k+2) 7i)
(z—t+22k+1)mi) (z—1 —2(2k+2) i)
(z—t+2(2k+2) i) |* ©
(z—t+22k+2)mi)|

Concluyendo que:
lim G =0
 Mm, 1(2,€)
O

Observacion 1. Las propiedades del Teorema 2.1 estdn garantizadas para Gig
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3.2.4 Condicion de frontera de Neumann

Se debe recordar que:

96 =h, ademds 26 = (ii,VG), con #=(0,1)
N |y_o an

Im(z)

O +27i
ﬁT T Ii
Q o
R
0 5 e(2)

Figura 5: Condicién de frontera de Neumann
Fuente: Creacion propia

Demostracion. Sea un { = & +in, los puntos { y Z+2m’ tienden a I3, por lo
que: § = { +2mi = £ + mi, ademds tomando para este caso la funcién meromorfa:
P (z,8), y designando: ay =2 (2k+ 1) mi, y b = 2 (2k +2) mi:

(z-C-a) (:-T+a) = —b) (= +ho)
B(2.0) = - —
(=¢-a)c=¢+a) (=T —b) (- T+bx)

-
La derivada direccional para este caso puede definirse como: dy = 9,

(10)

1

i3y = 5 (A—idy) - % (O +id,) = 3. — 0-

0 (tog P (2. )" ) =2 (1og P (2.¢) +10g P (2. 0) ) = dklog B (2, ¢)

1 1 1 1
d:logP(z,8) =——= +— + +
logh (2, ¢) 2=C—ax z—-C+a z=C—bx  z=C+b
1 1 1 1

i—C-a —(+a _z—z—bk _z—Z—Fbk
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2: (1og | (2,0)I) = (log (2, ) +10g P (2. 0) ) = dlog P (2. )
1 1 1 1

T Cta =L@ T Cib 2T b
1 1 1 1

T Chap 7-C-ap Z-CH+b Z-C—by

d:logP(z.§) =

De tal forma que para z =x+ i conx € Ry dy = (dk+ 1) i, e, = (4k + 3) 7i,
fi = (4k+5) mi, se tiene:
1 1 1 1
—id (10 P (z, 2)2 = + — + +
v (log [P (2, €)] x—C—dy x—C+4e x—C—ea x—C+fi
B 1 - 1 - 1 B 1
x=C—di x—C+e x—Z—ek x—z—kfk
1

1 1 1
x=C+de x—C—e x—Z—i—ek x—C—fi
n 1 1 1 1
x—C+dp x—C—e¢ x—C+e x—C—fi

Y ademas:
1 1 1 1
—2i0,G = — - — _

ly l(Z7C) X—C—&-TL’I x—C+7[l x_c_nl+x—g—ﬂl

N N 1 N 1
+ = + —

k;()x_g_dk l;)x_C+dk+l k;)x—c—dk
N 1 N 1 N 1

)y

Sx—C4di Sox-Ctde Sx—C—diyy
N 1 N 1

)

= +
i—ox— & +di k:()x_c_korl

Designando dy = 7i, fy = d;1 y ademds k — k— 1
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1 1 1 1 1
—2i3yG1 (z,8) = — = — = + + =
x=C4dy x—C+dy x—C—dy x—C—do x—C—dy
1

N 1 N 1 1

+ —— + + —
Sx—C—dp Sx—C+di x—C+dvy x—C—do
_i 1 _): 1 B 1 B 1
Sx—C—de Six-C+dp x—C+dyy x—C+do
N 1 N 1 1 1
_Z _ _ _ + _
=% C+de m1x—C— x—C—dyy x—C+do
N N 1 1
+
Ltk ati e

Simplificando y manipulando algebraicamente:

1 1 1 1
S S +
x=C+dvi1 x—C+dyy x—C—dyy X—8—dys
 x—C—dyy —x+{—dvi N x—C+dyir —x+{+dya

—2id,G (z,8) =

(= C4dys) (X_Z_dNH) (x—&—dn+1) (X—Z+d1v+1>

_ §—-C—2dyy1 | {—C+2dyn
|)C‘f‘dN+1—§|2 ‘X—dN+1—C|2

Obsérvese que dy1 = (4N +5) i, se tendria:

C—C—2(AN+5)mi C—(+2(4N+5)mi
x+ (4N +5)mi—*  |x— (4N +5)mi— )
_8NTi+ (C iy 107ri> 8N+ (Z— - 10m')

((x— ¢ +5mi)+4NTi>  |(x— ¢ — 5mi) — ANTi]?

8ai (—C—l0mi  8mi  C—{—10mi
__N N N N?

7 S 2 ¢ _5mi 2
xié']\;t l+4m“ xfCN l—47ri

—2id,G (z,6) =

» lim —2id,Gi(z,§) =0 para {=&+mi

N—s+oo
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4 Discusion

La funcién de Green presentada en este trabajo de investigacion para el dominio
descrito, ha sido construida empleando uno de los métodos con los que usualmente
se construye este tipo de funciones (Begehr y Vaitsiakhovich, 2010b), como son:
la invarianza conforme, la férmula de Schwarz-Christoffel y el método de las re-
flexiones. Cada uno de los métodos presenta ventajas y desventajas de acuerdo al
dominio en que se plantea, esto nos lleva a pensar que no existe un método infalible
con el cual construir una funcién de Green, sin embargo, los autores no han encon-
trado dentro de la literatura cientifica trabajos en donde se construya una funcién
de Green para fronteras mixtas en dominios regulares como el presentado en este
articulo. Los trabajos de Begehr y sus discipulos muestran una utilidad importante
pero enfocados en dominios bajo condiciones de frontera dnica, por tanto, he alli la
importancia de este trabajo de investigacion.

5 Conclusiones

Con el uso del método de las reflexiones para el dominio Q2 se ha establecido
una serie de puntos que han dado como consecuencia una funcién, la que sometida
a las argumentaciones y pruebas respectivas dan cuenta de una Funcién de Green
(G10 (z,§)) para la banda horizontal en C con ancho 7 y cuyas fronteras obedecen a
condiciones de borde mixta. La funcién G (z, {) es ingrediente principal en la cons-
truccién del Kernel de Poisson (Axler, Bourdon, y Ramey, 2011) con el que se pue-
den obtener soluciones 6ptimas a problemas especificos con valores en la frontera y
otras ecuaciones en derivadas parciales. Este y otros métodos son objeto de impor-
tantes estudios en la actualidad, con lo que estamos seguros que existirin muchos
resultados interesantes dentro de este transcendental campo de las matematicas.
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