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Abstract Faced with the persistent need to have a complete database and the search
to improve the classic techniques for estimating missing data, the research presents a
proposed methodology for the imputation of the loss or lack of data, by combining
a Segmentation analysis, specifically a Regression Tree and the classic sequential
Hot Deck imputation technique. The estimators for the mean, total and variance are
calculated, as well as the empirical validation of the proposal, in which unbiased es-
timators were obtained. The technique is considered to improve the robustness bet-
ween losses of 5 and 30 % of the data, the variability of the data and the relationships
between the variables are maintained. The new technique improves estimates over
Hot Deck without the use of segmentation.
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Resumen Ante la persistente necesidad de tener una base de datos completa y la
busqueda de mejorar las técnicas cldsicas de estimacién de los datos ausentes, la in-
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vestigacion presenta una propuesta de metodologia para la imputacion de las pérdi-
das o falta de los datos, mediante la combinacién de un Andlisis de segmentacion,
especificamente un Arbol de Regresion y la técnica cldsica de imputacién Hot Deck
secuencial. Se calcula los estimadores para la media, totales y varianza, asi como
la validaciéon empirica de la propuesta, en la que se obtuvieron estimadores inses-
gados. Se considera que la técnica mejora la robustez entre pérdidas del 5y 30 %
de los datos, se mantiene la variabilidad de los datos y las relaciones entre las va-
riables, mejora las estimaciones con respecto a la técnica Hot Deck sin el uso de la
segmentacion.

Palabras Claves Imputacién, datos ausentes, arboles de Regresion, Hot Deck.

1 Introduccion

Juster y Smith (1998) afirman que uno de los grandes males en el andlisis de
la informacién de los datos econdmicos y en las investigaciones de las ciencias
sociales, es justamente la falta de informacidn y la presencia de datos atipicos.

Sin embargo, hay muchas formas de minimizar la cantidad de datos faltantes, por
ejemplo, mediante reglas estandarizadas para optimizar la recopilacién de datos, ca-
pacitar al personal para coordinar la recopilacion de datos, también, los estudios
piloto pueden ayudar a identificar variables particularmente susceptibles a valores
perdidos, y tomar medidas para mejorar la integridad (Pedersen et al., 2017). Por
lo general, hay dos formas de manejar los valores perdidos del conjunto de datos.
Algunas investigaciones intentan modelar directamente el conjunto de datos con va-
lores perdidos. La segunda forma es imputar los valores faltantes para obtener el
conjunto de datos completo y luego utilice métodos convencionales para analizar
el conjunto de datos (Luo, Cai, Zhang, Xu, y xiaojie, 2018). Es frecuente que en la
recoleccidn y procesamiento de datos los usuarios conozcan de estos datos faltantes,
pero no manejen correctamente las técnicas de imputacidn y no sean conscientes de
las consecuencias como resultados deficientes o incorrectos aunque las técnicas es-
tadisticas sean las correctas. La imputacién de valor perdido (MVI) para conjuntos
de datos incompletos es un problema muy importante en mineria de datos y andli-
sis de big data. Si los conjuntos de datos incompletos no estdn bien imputados, el
resultado final del analisis podria verse afectado (Lin y Tsai, 2020).

Adicionalmente, Medina y Galvan (2007) afirman que cuando se imputa infor-
macién de manera errénea, conlleva ademds de introducir sesgos, reduccién del
poder explicativo, disminucion de la eficiencia llevando a conclusiones incorrectas.

Los métodos de Hot Deck con sus distintos tipos surgen su uso para sustituir
informacidn faltante desde los afios setenta principalmente en censos y encuestas.
La imputacién hoy en dia forma parte del analisis exploratorio de datos o de la pre-
paracién de los datos, es decir, se debe tomar en cuenta como parte del proceso de
investigacidon que permita resultados empiricos confiables, ya que, es bien conoci-
do que las técnicas y métodos estadisticos en su mayoria funcionan con bases de
datos completas. En base a ello, surge la necesidad de mejorar las técnicas clési-
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cas de imputacion con metodologias de clasificacion, que bien, pueden haber sido
aplicadas empiricamente pero no han sido estudiadas tedricamente. El objetivo de
la imputacién es obtener un archivo de datos completos y consistentes para que
puedan ser analizados mediante técnicas estadisticas tradicionales. Es usado como
tratamiento de la falta de respuesta parcial. (Useche y Mesa, 2006). Cuando tene-
mos pérdida parcial de datos, en la imputacién de datos el objetivo es obtener una
base de datos completa de manera tal de generar estimadores insesgados en el cual
la base de datos final sea lo mas parecida posible a la base de datos original.

1.1 Ausencia de datos

La ausencia de datos o falta de respuesta puede presentarse de dos manera. la
ausencia de todo una fila o individuo conocida como ausencia o falta de respuesta
total, por ejemplo; en la aplicacion de una encuesta la persona no se encontré o no
quiso responder todo el cuestionario, no se pudo tener acceso a la unidad de medi-
cién o deficiencias en el marco de muestreo. Por otra parte, cuando la ausencia no
es de toda la fila sino de algunos datos de la misma, se considera ausencia o falta
de respuesta parcial, por ejemplo, puede ser porque la persona no quiso responder
algunas preguntas, no se pudo obtener una medicién de varias unidades experimen-
tales. La no respuesta total se corrige mediante reponderacion y en el caso de la no
respuesta parcial se utilizan los procedimientos de imputacion, siendo muy comutn
las técnicas Hot Deck.

1.2 Descripcion del modelo de imputacion (Little y Rubin, 2019).

Sean x una variable aleatoria observada y y una variable aleatoria parcialmente
observada. Sea ¢ un vector y 6 un vector de parametros. Se define A como la res-
puesta definida como una variable aleatoria con distribucién f(A/x,y, 8, ¢).

Se define y = (y,,yy), donde y, es un vector de tamafio n X 1 que representa los
valores observados de y y; y; es un vector de tamafio (N — n) X 1 que representa los
valores perdidos de y.

La distribucion de f(x,y,A/6, ¢) puede ser escrita como: f(x,y,,Yr,A/6,$), donde:

f(-x7y0’yf7A/99¢) = f(x’y(hyf’ /9) Xf(A/-x’y(Hyf’ /¢)

Se puede integrar en funcién de y; para obtener la distribucién de los datos obser-
vados:

£ yon AL, 8) = f FC5 Yo 372 0) X FCASX, Yorv7 D) -

Asumiendo que A es independiente de y dado X, la data es llamada pérdida aleatoria,
MAR, enel cual: f(A/x,Y0,y7,®) = f(A]X, Y0, ).
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Los datos observados son, por lo tanto:

S (X, 30, A10,8) = f(x. o, /) X f(A]X, Y0, [$)-

Entonces, se usa el procedimiento de méxima verosimilitud para completar los datos
observados, método que puede ser usado para estimar el pardmetro 6 cuando los
datos estan incompletos.

1.3 Método Hot Deck

La metodologia Hot Deck, es una metodologia cldsica de imputacién, amplia-
mente usada en los censos y encuestas Andridge, R. and Little, R. (2010). Esta me-
todologia consiste en reemplazar el primer dato perdido con un valor inicial, bien
sea aleatorio o inclusive con informacién no perteneciente a los datos, si éste estd
completo, serd el donante o el valor utilizado para imputar el préximo que si esté
faltando. No es recomendable cuando la ausencia de los datos es muy alta ya que
puede tender a usarse el mismo donante para varias imputaciones, perdiendo preci-
sion las estimaciones.

(Garcia y Sancho, 2005) indican que el método de imputaciéon Hot Deck puede ser
mds parsimonioso que otros métodos de imputacién univariante y que la regresién
paramétrica, preservando la distribucién de los datos siendo una buena seleccién
cuando se requiere imputar en diferentes bases de datos.

Como lo manifiesta Montaquila y Ponikowski (1993), cuando hay poca informacion
auxiliar disponible o la informacién auxiliar no estd altamente correlacionada con
las caracteristicas de interés o con la variable propensa a pérdida, el procedimiento
Hot Deck secuencial puede ser usado. Es alli, la importancia de clasificar los datos
en grupos homogéneos, en el cual las correlaciones entre las variables dejan de ser
el desafio de la técnica, mds bien ayudaria a la clasificacién de los grupos.

En Little (2019) se explica la técnica de la siguiente manera.

Suponga que una muestra de n fuera de las N unidades es seleccionada, y m
fuera de los n valores muestrales de una variable Y son recolectados, donde n, N y
m son tratados como datos ajustados. Para simplicidad, sean las primeras » unidades,
i=1,...,n como muestra, y la primera m < n unidades como respondientes. Dado
un esquema de probabilidades iguales en la muestra, la media Y podria ser estimada
como la media de los respondientes y de las unidades imputadas. Esto podria estar
escrito de la forma:

Yup = imy, + (n —m)yy,)/n,
donde y, es la media de las unidades respondientes, y

m

. Hyyi
Yna = Z n _l ,ln’
i=1
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donde H; es el niimero de veces en el que y; es utilizado como un sustituto para un

m
valor perdido de Y. Note que Z H; = n — m, es el niimero de unidades perdidas.
i=1

1.4 Arboles de Regresion

Para definir los arboles de regresion, se parte de los andlisis de segmentacién
el cual son, técnicas recursivas que han venido desarrollindose desde hace ya va-
rios afios, con mayor crecimiento con el surgimiento de la tecnologia Escobar, M.
(2007). El objetivo principal de los andlisis de segmentacion son divisiones jerdrqui-
cas de un grupo de datos con la ayuda de variables auxiliares con la finalidad de ob-
tener grupos mas homogéneos dentro de si y mas heterogéneos entre ellos. Su uso
actual es bien reconocido en la mineria de datos o Big data, por las ventajas ante el
manejo de grades voliumenes de datos, adicionalmente, han sido de gran provecho
en procesos de muestreo, para la identificacidn de estratos, o para estudiar inclusive
grupos atipicos, para clasificar individuos, caracterizarlos y recientemente el uso de
esta metodologia para la estimacién de la data faltante.

Pero existen diferentes técnicas de segmentacién basada en arboles, entre ellas se
encuentran divisiones binarias o no binarias, para datos cualitativos como los arbo-
les de clasificacidn, y para los datos cuantitativos como los drboles de regresion.

El algoritmo del arbol de clasificacién y regresion contiene tres tareas importantes.
La primera tarea es ;como segmentar los datos en cada paso?, la segunda tarea es
(cudndo detener la segmentacién?, y la dltima es ;como predecir el valor Y para ca-
da X en un segmento? (Olfaz, Tirink, y Onder, 2019). Por otra parte, un modelo de
arbol tiene el mismo objetivo que un modelo lineal, que es estimar una funcién de
regresion (Loh, Zhang, Zhang, y Zhou, 2020). Sin embargo, la regresion lineal falla
si hay multicolinealidad y la regresion logistica falla si hay una separacion cuasi
completa (Loh, Eltinge, Cho, y Li, 2018). Un modelo de arbol es una aproximacién
lineal por partes a la funcién verdadera, no menos que un modelo lineal es una apro-
ximacioén lineal. No hay ninguna razén por la que no se pueda utilizar un modelo
lineal si el modelo real no es lineal (Little, 2019).

Este arbol de decisiones es normalmente aplicable en datos mineria para producir
un marco que prediga el valor de objeto o de su variable dependiente, establecida
sobre las diversas entrada o variable independiente (Bhargava, Dayma, Kumar, y
Singh, 2017).

2 Desarrollo metodolégico

La metodologia de la investigacion se basa en proponer un método de imputacion
de datos mediante la combinacién de una técnica cldsica como lo es el procedimien-
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to Hot Deck Secuencial y los drboles de Regresion. Se inicia con la obtencién de
los estimadores para la media y totales de sus varianzas y sesgos, con base a pro-
piedades de insesgadez, invarianza y consistencia. En caso de que alguna de estas
propiedades no se cumpla, se propone una correccidon. Luego se evalia de mane-
ra empirica con una base de datos cuantitativa en la que se evalia los patrones de
pérdida de la misma y se elimina los perdidos por filas, obteniendo una base de datos
mads pequefia pero completa. Luego, se realiza una pérdida artificial de datos en la
base completa, de manera que, al imputarse, se conoce el dato real para poder hacer
comparaciones. Las pérdidas se hacen con un 5 %, 10 %, 15 %, 20 % y 30 %, con la
finalidad de determinar la robustez del método.

Se lleva acabo un andlisis de varianza (ANOVA) de comparacién entre los diferen-
tes porcentajes de pérdida, entre las bases de datos con y sin el uso de arboles de
clasificacién y regresion (CART) para determinar la efectividad de la propuesta y
comparaciones de matrices de varianzas y covarianzas con el objeto de observar los
cambios en la variabilidad de los datos si hay subestimacién o sobreestimacion de
la varianza.

3 Resultados y discusion

Para esta técnica de imputacién Hot Deck Secuencial asumimos que el primer
registro de la variable estd presente, asi como ya tiene un orden dentro del nodo y
se sustituye con el valor del registro anterior y;_;, por tanto;

Estimador de la media:

_ 1 0 1 Ny Ny
Y:EZ[E [;)’i'ai""Z)’(i—])‘(l_ai)ﬂ7 (1)

g=1 i=2

siendo Q el nimero total de nodos y a; se define como un vector indicador de las
variables para Y, es decir,

1, siy; esta observada
a = .
0, sino es observada.

Hallando un estimador insesgado para la Media dentro de cada nodo. Se calcula
la esperanza del estimador de (1).

Esperanza del estimador de la media:
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_ 1 Nq Nq
EY) = i [Zyi ca; + Zy(i—l) (1= Cli)]
4 \i=1 i=2
N, Ny
Z)’i " dj Z)’(z’—l) (1 - ai)} :
i=1 i=2

Luego, como E(y;) = u, E(a;) = ¢, siendo u el parametro de la media, ¢ el pardmetro
de la media de los @; y asumiendo independencia entre y; y a;, se tiene;

1 1
=—F + —F
N, N,

E®Y) = F ZE(y,) E(a;) +— ZE@(, DL E(l—ao]
N, N, - (1 )
= — + —
N, #‘P N, (2%
= pp +
Nqu Ny — i+ pu
= pp +
Ny
K He
= up + -— 4+ =
SHeTHpe
Ko Mg
= - — 4+ —
a Ny Ny
Ny,—(-¢)
=u|l——. 2
u( N, (2)
Ahora bien, obteniendo un estimador insesgado de (2) se tiene:
> Nq v
Y =—2 . EY)
-(I-¢)

) —(1—<p) N, (Zy, ‘“Zyo n’ (1—%]
m(i”'“i*iﬂi—w'(1—ai>]~
i=1 i=2

Finalmente, dentro del drbol queda;

Qo
R S

g=1

Obteniendo el estimador insesgado de la media para la imputacién por Hot Deck.
Al obtener un estimador insesgado, su sesgo es igual a cero.
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Varianza del estimador de la media:

v(y)y=v

N(I
m[_l)’ aﬁ;m - (l—a)]]

Nq
yi-a; + ZY(i—l) (1 - ai)ﬂ

2

N, 2
1
. ; E (1 -
(N, — 1+ ¢) ([ L a+,2y( b a)]]

i=

N‘I
m [{Zy ‘“Zyo n-(-a) ]] €y

—V
(N —1+gz:)2

- Mﬁ

=

Desarrollando la esperanza en el primer término de (4) obtenemos:

Ny Ny 2 Ny 2 N,
E [(Z)’i “a; + Zy(i—l) (1 - ai)]] =E (Zyi : Cli) + 2[2)’; 'ai]'
=1 =) =1 p
N, N, 2
: Z)’(z‘—l) (I —aj)+ (Z Y1y - (I = ai)] } 6))
i=2 i=2

Del primer término de (5) obtenemos:

[Ny@? o} + @0 + a207) + Nj(uPp?)]. (6)

Resolviendo el segundo término de (5) obtenemos:
N‘I N’i N‘i N‘]
Z(Z)’i ca; |- ZY(i—l) “(1-a)|=2E [Z yi ai] : E{Zy(i—l) (1= ai)]
i=1 i=2 i=1 i=2
Nq Nq
=2 (Z E(y;) - Ea;) |- [Z E(yg1) - E(1 = ai)]

i=1 i=2
= 2Nup(Ny — Du(l — ¢)
= 2N (N, — DpPe(1 — ). (7

La ecuacion (7) se deduce tomando en cuenta la independencia entre y; y @; y entre
losyi-1 y (1 —ay).
Resolviendo el tercer término de (5) obtenemos:
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2

Ny
E [Zyw (1 - a»] = E[(51(1 - a2) +y2(1 —as) + -+ y, (1 —ay,) -
=2

-1l —a) +y2(1 —az) + -+ +yn, (1 —an,))]

Ny Ny Ny
= E[Z)’,‘zl(l —a)* + 22 Zyi—l)’j—l(l —a)(1 —a;)
i=2

i=2 =2
Ny Ny Ny
=E Z;yiz_l(l - 2a; +ai2) +E 222: Z;)’i—lyj—l = Yi-1Yj-1a4; — Yi-1Yj-1a;t+
i= =2 i=

+ yi—l)’j—laiaj]
N, Ny Ny
= {Z E[y?, —2y2 ja; +y> a?]+2 Z Z Elyi-1yj-1 = yi-1yj-1G; = yi-1yj-1a;+
=) = 22
+ yi—lyj—laiaj])
Nq N’I Nq
= (Z EGr) - EGra) +2 Z Z EQi-DEQj-1) = EQi-DEQ;-1)E(ai)—
P = i
- EQi-)EQj-1)E(a)) + E(Yi—l)E(}’j—l)E(ai)E(aj))
N, -1
= (Ng = D — po) + 2( ‘) )(u2 - 12— (P + 1%
_ _ _ Ny=1\ 5 5 2 9
=Ny — D — pp) +2 ) W =2up + p )

N, -1
= (Ng = D(u — pg) + 2( ’ )(ﬂ - )’
= (Ng = D@7 + ) = (0 + i) + (Ng = 1) - (Ng = 2)(t = ). ®)

Sustituyendo (6), (7) y (8) en (5) obtenemos:

Nq N‘I 2
E [Z it + Z Yi-1) - (1 = ai)] = Nq(,uzo% + 900'2 + 0'20'3) + N;(yztpz) +
i=1 i=2

+ 2Ny(Ny = DiPp(1 = @) + (Ng = 1) - (02 + 1)o7 + 1) + (Ny = D(Ny = 2) -

- (1~ pe)?

= q,uzof + Nq(p(rz + Nq(rzo-f + Ngyzgoz + ZN;,uzt,o - 2N§,uz(,02 + 2Nq;12(,02 -

- 2Nqu2<,o + Nqa'2 + Ngyz . ,u2 - 0'290 - /.12(/2 + Nj,u2 - 2N3/,12¢p + Nj/lz(pz -
- 3Nq;12 + 6Nq,112<,0 - 3Nq/12(,02 + 2% — 4P + 24P ?

= Ny’ + (Nyp + Nyo + Ny = 1 = ©)0 + (4Ngp — 2N, + 1 = S + N7 ) i +

+ (2,u2 - 3Nq/12> @ )
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Desarrollando la esperanza en el segundo término de (4) obtenemos,

Ny Ny Ny Ny
E? ([Z Virai+ ) e (1= ai)]] = [Z E(y)- E(@) + ) E(yin) - E(1 - a)
i=1 i=2 i=1 i=2

[N + (Ng = Du(1 - )

No2@* + 2N 1@ — 2Ny = 2N jpi0” + 2Ngii* @ + (N — 2N + 1) —
2l + pg?)

N;,uz<p2 + 2N3p2<,0 - 2Nq,u2(p - 2N3y2(,02 + 2qu2<,02 + leuz - ZN,,,u2 + #2 -
AN P @ + AN’ — 2’ + Ny @ = 2Ny’ 0 + 2

12 (N2g* + 2N2g = 2Ny — 2N2@* + 2Ng@® + N2 — 2N 2N2g + 4Ny — 200) +

@ (Ns/vt2 — Nyi* + /12) . (10)

2

+

Reemplazando (9) y (10) en la ecuacién (4) obtenemos:

3% 1 2 2 2 5
VY') = m [Nqﬂ 0, + (Ngp+ Nyoy, + Ny — 1 —)o™ + (4Nq<p — 2N +

+ 1-5¢+ N;)yz + (2,112 - 3qu2) ©* —u? (thpz + 2N5<p —2Nyp— 2N3902+
+ 2Nq<,02 + N; -2N,1 - 2N§<p + 4Ny — 2<p) - (N;,u2 - Nq,u2+ ;12)]

1
= m [Nquzo'f + U2chp + Nqa',O'2 + 0'2Nq -0’ - <,00'2 + u2N§<p2+
+ PNy + UPNyg? = 3P0 — N + 49 No® = 367117
B 1
C(Ng- 1+

+ 6¢p2Nqu2 - 3% - 3(,02;12] . (11)

[quza'f + o-quga + NqO',O'2 + 0'2Nq —o? -0’ + 2;12ng0+

Y asi se obtiene la varianza del estimador de la media para la técnica de imputacién
por Hot Deck.
Consistencia:

A partir de la ecuacién 11 se obtiene que V(?) — 0 cuando N, — co. El cdlculo
de este limite se realizé en Matlab R2017b. En vista de que el resultado es cero, se
concluye que el estimador es consistente.

Estimador del total:

Como se ha desarrollado en la técnica dada por Useche, Parra, Mendoza y
Chacén (2021) se tiene que,
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Ny

0 N
T=Z Zyi'ai"‘zq]y(i—l)'(l_ai) . (12)
=1 Uizl )

Hallando un estimador insesgado para (12) se calcula lo siguiente:

Esperanza del estimador del total:

. [ Ny Ny
E(T) = Z EZyi ca; + EZy(i—l) (I -a)
pm Py =

E(T) = Nopg + (Ny — Du(1 — @)
aHp + (Ngu — p)(1 — @)
gHp + Nojt = Nojip — p1 + i
gH — 1+ pp
= u(N, — 1+ ). (13)

Abhora bien, obteniendo un estimador insesgado de (13):

A~ 1 N

T7'= ———T
Ny—1+¢p

) 1 L L

"= ——7— yirai+ ) yi--(1—a)]. (14)
Ny=l+¢ ; ,=Zz o

Varianza del estimador del total:

V(TA’)— (N _1+(’0)2 (Zyl al+zy(, - (1 —a)].

Basandose en la expresion:
V(1) = E(*) - [EW)P.

Sustituyendo:

V(TA,)z(Nq—l‘FQO)Zl |:[Zy1 al"'zy(z 1 - (]_a)]:|
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N, N, 2
E[Z vi-a; + ZY(i—l) (1 - ai)]] . (15)
i=1 pa;)

En base al desarrollo obtenido en el estimador de la media en (11) se tiene final-
mente, la varianza del estimador del total:

. 1
V(") = ————[Nuo? + (Nyp + Njo? + N, — 1 — p)o? +
(Nq —1+ (p)2 9q: q q q
+ 2Ny + 5¢ — A + (N, - 3)¢?]. (16)

Los sesgos para las medias y los totales son iguales a cero por ser insesgados.

Consistencia:

A partir de la ecuacion (16) se obtiene que V(T") — 0 cuando N, — oo. El
célculo de este limite se realiz6 en Matlab R2017b. En vista de que el resultado es
cero, se concluye que el estimador es consistente.

Estimador de la varianza:

Al igual que con las dos técnicas anteriores, en base a la férmula general para la
estimacién de la varianza,

N |2 2
V=N
szz—zl—lg’_l - (17)

Para el método de imputacion por Hot Deck se tiene
N‘I

N‘I N‘I 2 N‘I N"f
Zyiz = (Z)’i ca; + Z)’(z’—l) (11— ai)] = (Z)’,z ca; + Zy(z,-_l) -(1 _ai)J
im1 ) =1 i—

=1
1 Nq Nq 2
quz =N, N, Z)’i “ap+ Z)’(i—l) (I —ay)
9\ i=1 i=2
N, 2 N, N,
{Z yi ai] + Z[Z yi ai] (Z Vi1 - (1 = ai)] +
9 (\i=1 i=1 i=2
2
Zy(i—l) (11— ai)]

i=2

Z| -

+

—

q

1 Ny Ny N,
N, [Zy? o 2{Zy,- . ai][zy(i_l) o —a,-)] * Zy%i—l) -(1 —ai)}.
=1 i=2 P

9 [i=1
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Sustituyendo en (17);

N, N N,
1 q q 1 q
S2 = m{;ylzaz+2+[;yil)(l _ai)]_ﬁq[zyiz'ai -
N, N, N,
- Z[Z Vi aiJ : [ZY(i—l) (1= ai)] - Z)’(ZH) (1= ai)]}

Ny

N(N [Nq;]y? @t Zy(, b (- a)—zy, a,—Z[Zyl a,]
1 al N N,
:m[(zvq—1);y§.ai+(1vq—1);y(2i_1).(l_ai)_z(;yi.ai}

' {i)’(i—l)'(l_ai)]}
:m[(m [Z a,+Zy(l b (1= a,] [Zy a,]

Nq
: [Zy@_l) (1 —a»ﬂ. (18)
i=1

Asi se obtiene el estimador de la varianza de la variable para la técnica de impu-
tacion por Hot Deck secuencial dentro de cada nodo.

Esperanza del estimador de la varianza:

N, N, N,
1 q q q

o]

=
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N, N,
1
) {m [W‘f‘ “[E[Z”‘z'“"]*’?[;yé“'“ >]] )

i=1
}. (19)

Ny Ny
- 2E [Z Vi 'ai] : E(Z Ya-1y - (1 = ai)]
i=1 i=1

Como:
Nq
E [Z yi- ai] = Ny(o? + 11P)¢
i=1
N‘l
= E {Z Vi (1= a»]
i=2
= (N, - D@ +pH)(1 - ),
y7

N, Ny
E(Zyi : ai] = NyuoE [Zyw (11— a») = (N, = Du(l = o),
i=1

i=2

sustituyendo en (19) se tiene:

1
E(s’) = N, D [Ny (N = D(0 + 12 + (Ny = (07 +12)(1 = ¢)-
= 2NgPe - (Ny = 1)1 = )
(N, =D - ¢)

E(s") = (0% + 1D + (0% + 1) = 2u%p(1 — ). (20)

Ny

Varianza del estimador de la varianza:

N, N,
1 q q

Nq
Y1y - (1 = ai)]]}
=1

[(N 1)[Zy, a,+zy(, y (1—a,]
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N, N, N,
- Z(Z yi ai] . [Zy(il) (1 - a[)]] Ny — 1)[2 V- ai+
= =l i=1
N, N, N,
* Zy(zi—l) (1= ai)] - 2[2)’:‘ : ai] [ZY(H) -(1- a,-)]”. 1)
i=2 i=1 i=1

Se resuelve por separado cada uno de los factores de (21), es decir, el primer factor
viene dado por la expresion:

Nq N(/
E {(Nq - 1) [Zy% cai+ Yy, (- ai)}
Py i—2 i=1
Nq N‘I Nq Nq 2
+ Z)’(z,-_l) (1 - ai)} Zyiai Zy(i—l) (1= ﬂi)} + 4[2 yiai] :
i=2 i=1 i=2 i=1
N, 2
' [Z Y- - (1= ai)] ]} (22)
P

De manera andloga se tiene que el segundo factor de (21) viene dado por la expre-
sion:

2
_E?

2 N,

—4[(Nq ~1 [ny - a+

E [(N, = DINJ@? + @2+ (1 = )0 + )]~ 2Nglp(1 — 9. (23)

Sustituyendo (22) y (23) en (21) se obtiene:

Nq N‘/ 2 Nq
V(s = E{(Nq —1)? [ny cai+ Yy, (- ai)} - 4[(Nq -1 [ny a+
i=1 i=2 i=1
N‘I N‘I N‘I N‘I 2
+ Z)’(z,-_l) (1= ai)} [Z yid; Zy(i—l) “(I—ap|+ 4[2 yidi] :
i=2 i=1 i=2 i=1

N, 2
. [Z Y- - (1= ai)]
i

NPl — ¢)]2] (24)

} -E [[(Nq - 1)[Nq(0'2 + 120 + (1 —)(o? + 1H)]-

Al seguir desarrollando se obtendrd una expresion de cuarto orden, por tanto se
limita a expresarse aqui.
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Desarrollo empirico.

Para comprobar los resultados algebraicos obtenidos de los estimadores se hace
uso de una base de datos del VI Censo Agricola de Venezuela, en la cual en la inves-
tigaciéon de Marquez et al. (2017), se realizé pérdidas artificiales de los datos, con
pérdidas entre uno y cinco variables simultdneamente, asi mismo, se construyeron
arboles CART, especificamente drboles de regresién ya que las variables son cuan-
titativas.

De la base de datos, se tomé un 60 % de muestra de entrenamiento y 40 % de vali-
dacion de los arboles. Dentro de la muestra de entrenamiento, el 20 % se selecciona
para la poda del arbol. La validacién se tomé como indices AIC (Akaike Informa-
tion Criterion) y BIC (Bayesian Information Criterion).

Los criterios utilizados en la investigacion son los mismos de Marquez et al. (2017),
se toma como criterio 30 elementos minimos a segmentar, maximo 10 niveles y
33 9% como muestra de aprendizaje y 33 % de validacion.

Comprobacion de los supuestos fundamentales de Anélisis de la Varianza.

Para poder establecer interpretaciones mas efectivas, lo mas recomendable es
aplicar un ANOVA. Se probaron los supuestos de independencia de los errores,
normalmente distribuidos con media cero y varianza constante, se requirié de trans-
formacién logaritmica en los datos.

ANOVA de comparaciones de data transformada (LOG) por variable segtiin
porcentaje de pérdida.

Se contrasta las medias entre los porcentajes de pérdida para comprobar si son
significativamente iguales, o la metodologia propuesta podria ser vulnerable ante
cambios, principalmente aumentos en los porcentajes de pérdidas, todos los porcen-
tajes de pérdida se comparan junto con la base de datos original.

Ho: pppo = Hs% = 0% = H20% = H30%
H, : al menos uno de los porcentajes de pérdida difiere del resto.
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Tabla 1: Significancia de los ANOVAS segtin el procentaje de pérdida. imputacién
Hot Deck secuencial

Variable Significancia
Vacas paridas 999
Vacas en ordefio 998
Novillo 983
Gallinas reproductoras 948

Fuente: Elaboracion Propia.

Tal como se aprecia en el cuadro 1 con un error del 5 % no hay diferencias signi-
ficativas entre las medias de la base de datos original y la base de datos segin cada
porcentaje de pérdida para las 4 variables de estudio, ya que ninguna significancia
es menor a 0.05. Lo cual indica que la metodologia propuesta se mantiene robusta
ante los porcentajes de pérdida de los datos, hasta un 30 %.

Analisis de la varianza entre los sesgos segun pérdida.
Se contrasta la siguiente hipdtesis.

Ho: Ussa = Hs109% = H520% = Ms30%
H, : Hay diferencia en al menos uno de los porcentajes.

Tabla 2: Significancia de los ANOVA entre los sesgos segtin porcentajes de pérdida.
Imputacion Hot Deck Secuencial.

Variables Significancia
Vacas paridas 382
Vacas en ordefio 497
Novillo .658

Fuente: Elaboracion Propia.

Matrices de varianza y covarianza para la comparacion de las relaciones de las
variables.

Se comparan las matrices de varianzas y covarianzas de las variables sometidas
a imputacién junto con la base de datos completa y de esta manera se estudia si
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mantienen o no la variabilidad de los datos o si estamos ante la presencia de sobre-
estimacién o subestimacién de la varianza.

Prueba M de Box para la igualdad de matrices de covarianza.

Sean ny,ny,...,n;, muestras independientes de distribuciones normal multiva-
riante. La hipdtesis de igualdad de matrices de covarianza para k = 2 poblaciones

multivariantes es;
H() . 2] = 22.

Comparando con un valor teérico para k = 5 poblaciones, p = 5 variables y v = 268
g.1., obtenemos los siguientes resultados:

Tabla 3: Valores T obtenidos y valores tedricos.

Valor Obtenido Valor Teérico

T2 1.7507 MT2 1.7420
T3 5.9572 MT3 5.9274
T4 7.1460 MT4 7.1103
T5 11.5811 MT5 11.5232

Buscando una aproximacion a F, se rechaza si MT > F|,.
Fuente: Elaboracion Propia.

Como el valor calculado es mayor al valor tedrico, se rechaza la hipdtesis de
igualdad de matrices de covarianzas, es decir, se rechaza Hy : 2y = 2}, donde 2,
es la matriz de varianzas y covarianzas de la base de datos completa y 2, es la
matriz de varianzas y covarianzas de la base de datos con la técnica de imputacién
selecionada. Es decir, la técnica no preserva la relacion entre las variables de manera
simultdnea.

Uso de los CART. Comparaciones.

Con el objeto de poder determinar la influencia del uso de los CART sobre la es-
timacion de los datos faltantes, se evalia comparando la base de datos completa con
la base de datos imputada, usando la técnica de imputacién Hot Deck Secuencial,
en presencia y ausencia de los CART. Se usé un porcentaje de pérdida de 30 % que
seria el peor de los caso, es decir, cuando hay mayor pérdida de informacién. Los
resultados se aprecian en el cuadro 4.
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Tabla 4: Medias y desviaciones estdndar de las bases de datos imputadas con y sin
CART

Variable  Vacas Paridas ~ Vacas en Ordefio  Novillos Gallinas reproductoras
Parametro Media D.E Media D.E Media D.E Media D.E

BDC 1152.87 3239.31 1686.31 4207.22  926.91 2186.29 4136.02 22977.68
Sin CART 1069 2798 1742 4018 955.49 1996.69 4261 25824
CART 1134.69 3181.34 1635.47 4027.45  881.19 2039.19 4228.89 23195.59

BDC: Base de datos completa.
SIN CART: Base de datos imputada sin el uso de drboles de regresion.
CART: Base de datos imputada con el uso de drboles de regresion.
Fuente: Elaboracién Propia.

Se lleva a cabo un ANOVA con la finalidad de probar si la media entre la base de
datos completa y la imputacién con el uso de CART y la imputacién sin el uso del
CART son iguales.

Hy : UBpc = MsinCART = MconCART

H, : Hay diferencias en al menos uno.

Tabla 5: Significancia de ANOVAS entre bases de datos imputadas con y sin el uso
de CART y la base de datos completa.

Variable Significancia Resultado

Vacas Paridas .00 Difiere BD Hot Deck sin CART
Vacas en Ordefio .001 Difiere BD Hot Deck sin CART
Novillos .001 Difiere BD Hot Deck sin CART

Fuente: Elaboracién Propia.

Por obtenerse valores de significancia inferiores a 0.05 conlleva a rechazar la
hipétesis de igualdad de medias, es decir, si hay diferencias significativas entre las
medias obtenidas en la base de datos completa, sin el CART (método clasico) y
con el uso de CART (metodologia propuesta). Dicho resultado conlleva a realizar
un andlisis posteriori lo cual arrojé diferencias significativas entre la base de datos
completa y la metodologia sin CART, y igualdad de medias entre la base de datos
completa y la metodologia propuesta, lo cual es un resultado satisfactorio que per-
mite concluir que la metodologia propuesta mejora la estimacion de la media ante
la metodologia clasica.
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4 Conclusiones

El disefo de la metodologia propuesta, es decir, la segmentacién a priori de los
datos mediante al d&rbol CART y la metodologia cldsica de imputacién Hot Deck
Secuencial, permite obtener estimadores para la Media y Totales insesgados, obte-
nidos mediante la esperanza del estimador, observandose insesgamiento al evaluar
las propiedades de los estimadores. La metodologia propuesta se conserva robusta
ante pérdida de datos entre el 5 y el 30 %, tanto en sus medias como en sus sesgos.
Adicionalmente, la técnica mantiene la variabilidad de los datos y las relaciones en-
tre las variables, al no encontrarse diferencias significativas en las comparaciones
de las matrices de varianzas y covarianzas. Los ANOVA para las diferentes varia-
bles establecen que por medio de la segmentacidn las medias se mantienen iguales
con respecto a la base de datos originales, mientras que sin el uso de la segmenta-
cién se presenta alteraciones significativas, indicado una ventaja de la metodologia
propuesta ante la metodologia cldsica de imputaciéon Hot Deck.
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