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Abstract The need to control variability when be having Poisson and multinomial
discrete quality variables in the multivariate context led us to perform a general and
introductory review of the most relevant proposals that have been made to monitor
multivariate control charts for this type of variables. There is much research that has
been done in the parametric and non-parametric context in this field, which in this
article we try to highlight. However, under the fuzzy theory approach, few works
are devoted to the study of this type of charts. Fuzzy theory can be a very useful tool
to model multivariate control situations where there are correlated variables and of
different categories. We hope that this article can guide and be a help for who are
looking information in the field of multivariate control charts for Poissson and mul-
tinomial variables.
Keywords fuzzy theory, multinomial variable, multivariate control charts, Poisson
variable.

Resumen La necesidad de controlar la variabilidad cuando se tienen variables de
calidad discretas Poisson y multinomiales en el contexto multivariante nos condujo
a realizar una revisión muy general e introductoria de las propuestas más relevantes
que se han hecho para monitorear gráficos de control multivariantes para este tipo
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de variables. Es mucha la investigación que se ha hecho en el contexto paramétrico
y no paramétrico en este campo, que en este artı́culo tratamos de resaltar. Sin em-
bargo, bajo el enfoque de la teorı́a difusa son pocos los trabajos dedicados al estudio
de este tipo de gráficos. La teorı́a difusa puede ser una herramienta muy útil para
modelar situaciones de control multivariantes donde se tengan variables correlacio-
nadas y de diferentes categorı́as. Esperamos que este artı́culo pueda orientar y ser de
ayuda a quiénes están buscando información en el campo de los gráficos de control
multivariantes para variables tipo Poissson y multinomial.
Palabras Claves gráfico de control multivariante, teorı́a difusa, variable multino-
mial, variable Poisson.

1 Introducción

La mejora de la calidad es uno de los principales objetivos de las empresas para
aumentar su competitividad y sobrevivir en el mercado. Los gráficos de control de
calidad propuestos por Walter A. Shewhart en 1924 (Smith, 2009), como parte de la
metodologı́a para el Control Estadı́stico de Procesos (SPC) permiten monitorear las
caracterı́sticas de calidad, a través de parámetros estadı́sticos como la media y la va-
rianza de una variable aleatoria. Se puede hacer una revisión exhaustiva sobre estos
gráficos en Montgomery (2009). La diversidad de las caracterı́sticas de calidad de
interés ha permitido el desarrollo de estos gráficos, tanto desde el análisis univarian-
te como el multivariante para caracterı́sticas de calidad cuantitativas o cualitativas.
Si las variables o caracterı́sticas de calidad a estudiar son discretas y el análisis es
multivariante, entonces existen mayores dificultades para encontrar la mejor forma
de modelar su comportamiento. Si a esto le agregamos cierto grado de subjetividad
en las expresiones lingüı́sticas empleadas cuando se evalúa la caracterı́stica de ca-
lidad, nos conducen a pensar qué estrategias de control pueden hacer frente a estas
situaciones. Revisando la literatura para SPC se encuentra que son pocos los traba-
jos de investigación que hacen frente en forma combinada a las dificultades que se
acaban de mencionar.

El objetivo principal de este artı́culo es hacer una revisión de la literatura de-
dicada a los gráficos de control multivariantes diseñados para controlar variables
correlacionadas que tengan diferentes categorı́as del tipo Poisson y multinomial.

2 Fundamento teórico para los gráficos de control

En un proceso de control estadı́stico de calidad se requiere tomar las mediciones
para estimar parámetros fundamentales, como el promedio y la desviación estándar
de la variable que se está midiendo (Montgomery, 2004). Con base en dichas esti-
maciones se calculan los lı́mites de control: LCS (Lı́mite de Control Superior); LCI
(Lı́mite de Control Inferior), siendo LC la distancia de los lı́mites de control a la
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lı́nea central. Estas lı́neas se determinan a partir de datos históricos, se eligen de
modo que, si el proceso está bajo control, casi todos los puntos de muestreo caerán
entre ellos e indicarán el rango de variabilidad normal (Rowlands y Wang, 2000).
De acuerdo a Montgomery (2004), cuando hay más de un punto fuera de los lı́mites
de control, significa que el sistema de causas aleatorias que provoca la variabilidad
habitual de las observaciones se ha alterado por la aparición de alguna causa asig-
nable; es necesario entonces descubrir y eliminar dicha causa para que el proceso
vuelva a estar bajo control.

Un modelo general para un gráfico de control de la media se define como: Sea
w una variable aleatoria que mide alguna caracterı́stica de calidad de interés, y sean
µw y σw media y la desviación estándar de w. Los lı́mites de control están definidos
por

LC = µw ± kσw (1)

donde el valor k depende del tipo de carta de control y es el número de desvia-
ciones estándar a la que se ubican los lı́mites de control a partir de la lı́nea central.

Se puede comprobar que,

P(LCI ≤ W ≤ LCS ) = P(µw − kσw ≤ W ≤ µw + kσw) = 0,9973 (2)

A los gráficos desarrollados de acuerdo con estos principios se les conoce como
gráficos de control de Shewhart. En la Figura 1, se muestra un tı́pico gráfico de
control.

Figura 1: Ejemplo de un gráfico de control
Fuente: Elaboración propia
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Los gráficos de control pueden también ser considerados como un contraste de
hipótesis, con: H0: El proceso se encuentra bajo control vs. H1: El proceso se en-
cuentra fuera de control. Este contraste se realiza repetidamente en todas las mues-
tras que se toman a través del tiempo. Bajo este esquema se consideran dos tipos de
errores:

Error Tipo I (α): Definir al proceso fuera de control cuando realmente no lo está
(falsa alarma).
Error Tipo II (β): Definir al proceso bajo control cuando no lo está.

Cuando los lı́mites se establecen a 3 desviaciones estándar, un Error de Tipo
I se presentará durante el 0.27 % del tiempo. Es decir, cuando un punto sale de
los lı́mites de control, se supone que se debe a una causa asignable, aun cuando
se pueda deber a una causa fortuita. Por otro lado, el Error de Tipo II se presenta
cuando se supone que hay una causa fortuita de variación, cuando en realidad hay
una asignable. Cuando un punto está dentro de los lı́mites de control se supone que
es debido a una causa fortuita, aun cuando podrı́a deberse a una causa asignable.

Cuando se diseñan gráficos de control para monitorear caracterı́sticas de calidad,
se generan mediciones que dan origen a las variables aleatorias a controlar. Estas
variables se clasifican en forma continua o discreta, dependiendo de la naturaleza
de la caracterı́stica a controlar. Es ası́, que para el caso de variables medidas en una
escala continua se deberán implementar gráficos de control por variables. En tales
casos, se describe la caracterı́stica de calidad como una medida de tendencia central
y una medida de la variabilidad.

Por otra parte, cuando se estudian variables discretas y las caracterı́sticas de ca-
lidad son de tipo cuantitativo se deberán emplear gráficos de control por atributos.

2.1 Tiempo hasta la detección. Longitud de la racha media
(Average Run Length, ARL)

Para estudiar y comparar el rendimiento de los gráficos de control se necesitan
medidas de desempeño. Generalmente se emplea la distribución de la longitud de
racha “run length” (RL por sus siglas en inglés). La longitud de la racha media
nos da el número medio de muestras que hemos de tomar hasta obtener un punto
fuera de los lı́mites de control. El ARL, es una medida común de rendimiento de un
gráfico de control encontrada en la literatura.

De acuerdo a Montgomery (2009), cuando los estadı́sticos del gráfico son inde-
pendientes e idénticamente distribuidos y los lı́mites de control son constantes, la
longitud de racha del gráfico es una variable aleatoria con distribución geométrica,
ası́ el ARL bajo-control (ARL0) puede ser calculado fácilmente a partir de:

ARL0 =
1
α

(3)
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Donde, α es la probabilidad de que un punto exceda los lı́mites de control cuando
no hay un cambio en la media (Error de Tipo I). Uno de los gráficos de control x
tı́pico con lı́mites 3σ tiene un ARL0 370 bajo el supuesto de que los datos sean
normalmente distribuidos y se suponen parámetros conocidos.

El ARL para un proceso fuera de control expresa la rapidez para detectar una
señal de alarma. Cuando la longitud de racha (RL) se define como una variable
geométrica, el cambio se detecta calculando el ARL1 de la siguiente forma:

ARL1 =
1

1 − β
(4)

Donde, β es el Error Tipo II, es decir, la probabilidad de no detectar que el pro-
ceso está fuera-de-control (Montgomery, 2009).

Dado que el ARL tiene una interpretación intuitiva y atractiva para diseñar y
comparar rendimiento entre los gráficos de control (Pastuizaca Fernández, 2016), es
una medida muy usada.

Cuando se hace investigación en gráficos de control, es necesario comparar la
nueva propuesta con medidas de rendimiento que aparecen en la literatura y una de
estas es la medida ARL. Los gráficos eficientes tendrán bajas tasas de falsas alarmas
y una detección rápida ante cambios en el proceso, es decir un ARL0 bajo control
grande y un ARL1 pequeño ante un cambio. Entonces al comparar dos gráficos se
suele fijar un valor de ARL0 grande e igual para ambos gráficos y se ve la respuesta
del gráfico a través de los valores de ARL1. El gráfico más eficiente será aquel con
valores de ARL1 más pequeños. Cuando se estudian variables discretas, la distri-
bución acumulada discontinua no permite en todos los casos fijar un mismo valor
de ARL0, lo que hace que las comparaciones entre las diversas propuestas no sean
comparables ni posibles.

3 Gráficos de control multivariantes para estudiar variables
discretas

En los procesos productivos generalmente intervienen varias variables que pue-
den o no estar correlacionadas, para controlarlas se puede hacer uso de un esquema
múltiple o un esquema multivariante (Aparisi, Garcı́a-Bustos, y Epprecht, 2014). El
esquema múltiple consiste en usar un gráfico de control por variable a monitorizar,
este esquema incrementa la probabilidad de Error Tipo I. Los autores, Benjamini y
Liu (1999), Benjamini y Hochberg (2000), Y. Li y Tsung (2012), plantean alterna-
tivas para enfrentar este problema, como la corrección de Bonferroni. El esquema
multivariante emplea un solo gráfico para controlar todas las variables a la vez. Es-
ta metodologı́a considera las correlaciones entre las variables y consiste en diseñar
estadı́sticos en función de las variables a controlar que minimicen los Errores Tipo
1 y Tipo 2. Con este esquema se busca reducir las falsas alarmas en los gráficos e
incrementar la detección de cambios en los parámetros de las variables de calidad.
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3.1 Gráficos de control multivariantes para variables Poisson

Han sido muchos los trabajos dedicados a diseñar gráficos de control multivarian-
tes para variables Poisson, en los cuales se han considerado estructuras de correla-
ción entre las variables. La propuesta más simple y sobre la cual otros autores han
incluido variaciones ha sido la de Holgate (1964), en la cual cada variable observada
Poisson Xi puede expresarse como la suma de dos variables Poisson independientes,
es decir

Xi = Y0 + Yi (5)

donde, Y0 es una variable común y explica la covarianza de todas las variables;
Yi es única a cada variable y explica la variabilidad única de esa variable.

Autores como, Karlis y Meligkotsidou (2005), Karlis y Ntzoufras (2005) han
propuesto otras estructuras, donde cada par de variables observables Xi y X j, i , j,
comparten una variable común independiente no observable Poisson Yi j que explica
la covarianza entre ellas. Además, cada variable Xi tiene una variabilidad única que
es explicada por una variable Poisson independiente Yi de la siguiente forma:

Xi = Yi + Σ
p
j,iYi j, i = 1, 2, . . . , p y Yi j , Yi j (6)

Donde Yi e Yi j son variables independientes Poisson con medias λi y λi j respec-
tivamente. Los parámetros de las variables observables con este modelo de correla-
ción vienen dados por:

E(Xi) = λi + Σ
p
j,iYi j (7)

Cov(Xi, X j) = λi j (8)

ρ(Xi, X j) =
Cov(Xi, X j)√

Var(Xi)Var(X j)
(9)

El modelo de Holgate fue usado por Chiu y Kuo (2007) para proponer un gráfico
de control que denotaron como MP, que usa como estadı́stico la suma de las varia-
bles Poisson observadas. En esa investigación ellos comparan su estadı́stico con el
esquema múltiple donde se usa un gráfico de control para cada variable. Por otro
lado, Ho y Costa (2009) también usaron la estructura de Holgate y propusieron dos
estadı́sticos para el caso bivariado, uno basado en la diferencia de las variables y
otro basado en el máximo de las variables. Tanto en la propuesta de Chiu y Kuo
(2007) como la de Ho y Costa (2009) no se pudo fijar un mismo valor ARL0 para
las comparaciones y esta dificultad no permite comparar estas alternativas con las
ya existentes.

Continuando con el esfuerzo de mejorar el diseño de los gráficos de control mul-
tivariantes, Laungrungrong, Borror, y Montgomery (2011) propusieron un gráfico
multivariante EWMA (Exponentially Weighted Moving Average) donde consideran
la suma para variables Poisson con estructura de Holgate (MPEWMA). El gráfico
MPEWMA no usó la aproximación normal y se comparó con el MEWMA para va-



Gráficos de control estadı́stico para variables Poisson y multinomial... 7

riables Poisson propuesto por Lowry, Woodall, Champ, y Rigdon (1992), en este
último se uso la aproximación a la Normal. Se demostró que la aproximación nor-
mal no es adecuada cuando la media de una variable Poisson es menor a 15. En esta
propuesta como se usaron medias ponderadas se pudo alcanzar el ARL0 deseado.

Epprecht, Aparisi, y Garcı́a-Bustos (2013) propusieron un gráfico de control ba-
sado en la combinación lineal óptima de variables Poisson, denominado gráfico LCP
(Linear Combination of Poisson), con el cual, lograron alcanzar el ARL0 deseado.
Los coeficientes óptimos del estadı́stico son buscados por algoritmos genéticos a fin
de minimizar el valor de ARL1 dado un valor de ARL0 fijado por el usuario. Los
autores presentaron casos con ARL0 similares a los propuestos en los gráficos basa-
dos en la suma, diferencia, máximo y combinación lineal de variables Poisson. Al
compararse el gráfico LCP con estas propuestas, en todos los casos resultó ser el
mejor.

Otras propuestas relacionadas a variables Poisson con estructura de correlación
de Holgate, se pueden encontrar en Garcı́a-Bustos, Aparisi, y Epprecht (2015),
Garcı́a-Bustos, Mite, y Vera (2016), Raza y Aslam (2019), entre otros.

La estructura propuesta por Holgate (1964) aunque es usada por su simplicidad
no suele ser realista, pues no acepta correlaciones negativas entre las variables de
conteo, además que no solo un factor común influye en todas las variables. An-
te estas situaciones, Chen, Li, y Ou (2015) propusieron el gráfico MEWMA con-
siderando una distribución Log- Normal Poisson. En esta propuesta, las variables
observables Xi, i = 1, . . . , d siguen una distribución Poisson, pero la distribución
conjunta del logaritmo de las medias sigue una distribución normal multivariante.
Esto permite covarianzas negativas entre las variables. La distribución integrada pa-
ra el Modelo Log- Normal Poisson P(X | µ, Σ), viene dada por

P(X | µ, Σ) =

∫ d∏
i=1

exp(−λi)λ
Xi
i

xi!
g(λ | µ, Σ)dλ (10)

Donde g(λ | µ, Σ), es la función de densidad lognormal. Chen et al. (2015) in-
dican la relevancia de su propuesta ante modelos con correlaciones negativas. Otro
problema que suele surgir cuando se quiere modelar variables tipos conteo es que
no siempre se cumple el supuesto de que la media y varianza son iguales, ante es-
ta situación Saghir y Lin (2014), proponen usar la distribución COM-Poisson, la
cual incluye también un parámetro de dispersión, de modo que puede considerarse
sobre-dispersión o sub-dispersión para variables de conteo.

Lo más difı́cil al construir gráficos paramétricos es modelar la estructura de co-
rrelación entre las variables (Qiu, 2008). Para enfrentar esta dificultad también se
han desarrollado propuestas no paramétricas para variables Poisson. En este sen-
tido, Qiu, He, y Wang (2019) proponen un gráfico no paramétrico basado en un
estadı́stico Ji-cuadrado de modelos log-lineales de variables categóricas con la si-
guiente forma:

Y j(n) = I(X j(n) > m) (11)
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Donde, Y j(n) toma valores de 1 o 0, si X j(n) es mayor que la mediana. Esta
propuesta presentó buenos rendimientos pues era un gráfico con efecto memoria.

3.2 Gráficos de control para variables multinomiales
multivariantes

Cuando las caracterı́sticas de calidad son cualitativas, es muy común encontrar
que estas variables se definen lingüı́sticamente y se encuentran correlacionadas ge-
neralmente. En estas situaciones, es necesario medir el proceso en conjunto a través
de gráficos de control multivariantes. Desde el contexto multivariado son muchos los
trabajos dedicados a las variables cuantitativas, sin embargo, son pocos los trabajos
en este contexto, dedicados a controlar variables de calidad cualitativas o lingüı́sti-
cas.

Autores como Taleb, Limam, y Hirota (2006) demuestran la necesidad que mu-
chas veces se presenta en los procesos productivos de definir escalas intermedias
para caracterı́sticas de calidad lingüı́sticas que no pueden medirse numéricamente
y que van desde la apariencia del producto, la suavidad del mismo hasta su color.
En estos casos, los gráficos de control multivariantes son apropiados y necesarios.
Lu (1998) propone un gráfico de control para procesos de atributos multivariantes
cuando la caracterı́stica de calidad asume valores binarios. Sin embargo, en muchos
casos, la clasificación binaria puede no ser apropiada, por tanto, para complementar
la clasificación binaria, los niveles intermedios que puedan surgir se pueden expre-
sar mediante términos lingüı́sticos. En estas situaciones el estudio estadı́stico solo
puede llevarse a cabo mediante distribuciones multinomiales.

Por otra parte, J. Li, Tsung, y Zou (2014) proponen un gráfico de control de tipo
EWMA utilizando la idea de probabilidad ponderada y donde definen el estadı́stico
a controlar de la siguiente manera:

Rk = 2zT
k
(ln̂yk − lnm(0)) (12)

En esta propuesta, una señal fuera de control ocurre si Rk < L, para k ≥ 1.
L > 0 es el lı́mite de control y se calcula por simulación para un ARL bajo-control
deseado. zk representa el promedio ponderado exponencialmente de los vectores
de observación n j( j = 1, . . . , k) en el tiempo, ŷk es el estimador de máxima ve-
rosimilitud del vector de conteo de celda esperado sobre zk y m(0) es el vector de
conteo de celda esperado en el estado bajo control. Aquı́, los autores estudian pro-
cesos categóricos multivariados en forma sistemática para procesos binomiales y
multinomiales. Incluyen casos de varios factores todos ellos con dos niveles de atri-
butos y al menos uno con más de dos niveles o categorı́as. Los datos categóricos
se resumen en una tabla de contingencia multivı́as y se formulan como modelos
log-lineales para estudiar la asociación entre los factores categóricos estudiados.

No solo desde el contexto paramétrico y no paramétrico se han desarrollado pro-
puestas para variables multinomiales. Autores como Wang y Raz (1990) han em-
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pleado el enfoque basado en la teorı́a difusa. En esta propuesta las variables multi-
nomiales se consideran como variables lingüı́sticas y sus categorı́as como conjuntos
de términos.

La teorı́a difusa en Zadeh (1965) ha sido poco usada para medir y controlar la
variabilidad. Sin embargo, muchos autores han analizado su importancia y los apor-
tes que ha significado su utilización. Siendo Laviolette, Seaman, Barrett, y Woodall
(1995), Almond (1995), Coppi, Gil, y Kiers (2006) y Sorooshian (2013) algunos de
estos. El diseño de los gráficos de control multivariantes en procesos multinomiales
bajo el enfoque difuso depende del método de muestreo seleccionado.

Taleb y Limam (2005) y Taleb et al. (2006) sugieren dos enfoques para la cons-
trucción de gráficos de control cuando los artı́culos se clasifican sucesivamente con
respecto a cada una de las caracterı́sticas de calidad. El primer enfoque define el
estadı́stico bajo el enfoque difuso, T 2

f .
Para obtener este estadı́stico, se utiliza la mediana difusa y su distribución se

obtiene mediante el método Bootstrap. Su construcción es similar al estadı́stico T 2

de Hotelling.
El segundo enfoque propone el cálculo probabilı́stico, donde el estadı́stico a mo-

nitorear se basa en el estadı́stico de Pearson.
Por otro lado, Kumar y Mohapatra (2012) diseñan gráficos de control para ca-

racterı́sticas de calidad de atributos múltiples subjetivamente estimados, para esto
siguieron el trabajo de Cheng (2005), en donde se emplearon modelos de regresión
difusa para automatizar juicios de expertos mediante la asignación de dimensiones
medidas para una adecuada calificación de calidad difusa. Estos autores, emplearon
el cálculo interactivo ponderado de los valores difusos asignados a las caracterı́sticas
para obtener muestras globales de calidad. Bajo este enfoque es posible identificar
cuáles son las caracterı́sticas de calidad responsables de las situaciones fuera de
control. En este trabajo, los autores usaron medidas de posibilidad y de necesidad
para calcular los lı́mites de control.

Pastuizaca Fernández, Carrión Garcı́a, y Ruiz-Barzola (2015) presentan un gráfi-
co de control para p caracterı́sticas de calidad correlacionadas, medidas de forma
independiente, en su trabajo integran conceptos empleados en la teorı́a difusa con
los gráficos de control multivariantes y proponen el diseño de un gráfico de control
para las caracterı́sticas de calidad correlacionadas de múltiples atributos.

El gráfico de control propuesto por Pastuizaca Fernández et al. (2015) monitorea
p variables multinomiales multivariadas correlacionadas Q1,Q2, . . . ,Qp que se mi-
den de forma independiente. Cada una de las variables tiene s j categorı́as, q jk, con
j = 1, . . . , p y k = 1, . . . , s j. Estas variables multinomiales se consideran variables
lingüı́sticas y sus categorı́as se consideran los conjuntos de términos que están aso-
ciados con subconjuntos difusos F jk descritos por las correspondientes funciones de
pertenencia µi jk. En esta propuesta se usa un gráfico de control T 2 de Hotelling para
observaciones individuales para monitorizar las variables resultantes y los lı́mites
de control se construyen de acuerdo a Montgomery (2009) basados en los cuantiles
de una distribución Beta.
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4 Conclusiones

En este artı́culo se ha presentado una introducción a los gráficos de control, espe-
cialmente aquellos diseñados en el contexto multivariante para variables Poisson y
multinomiales, además se han presentado algunos trabajos relevantes en este ámbi-
to. Esta revisión de la literatura puede ser el punto de partida para cualquier inves-
tigador que desee comenzar a trabajar con gráficos de control multivariantes para
variables Poisson y multinomiales. Es extensa la cantidad de artı́culos publicados
en este sentido, sólo hemos mencionado los trabajos que han sido más relevantes y
que han marcado el camino para el desarrollo de nuevas propuestas.

La necesidad de controlar la variabilidad en la fabricación de productos en donde
se consideran variables lingüı́sticas y sus categorı́as como conjuntos de términos es
un campo poco estudiado. Si a esto se le añade el hecho de que generalmente se
miden varias caracterı́sticas de calidad que a su vez están correlacionadas, encontrar
el modelo de distribución necesario para el control y el monitoreo de este tipo de
procesos es muy complejo.

El empleo de la Teorı́a Difusa para diseñar gráficos de control podrı́a ser una
herramienta poderosa y muy útil para modelar situaciones de control multivariantes
donde se tengan variables correlacionadas y de diferentes categorı́as.
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variantes para atributos. Un enfoque basado en teorı́a difusa. (Tesis Doctoral,
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