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METODO DIRECTO DE RITZ PARA DETERMINAR EL MINIMO
DE UN FUNCIONAL EN H,

Rivadeneira M. Eduardo’

Resumen. En este documento se presenta una formalizacion del Método de Ritz , en su aplicacion a las Ecuaciones

Diferenciales en Derivadas Parciales.
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1. INTRODUCCION

Bn Ja Fisica-Matemética se entiende por
métodes variacionales, aquellos que permiten
transformar el problema de integrar una
ecuacién diferencizal en un equivalente problema
variacional, esto es, ia busqueda de una funcion
que le trasmile un vaior exfremo a una
determinada integral.

Las bases tedricas de los métodos variacionaics
fueron establecidas en la primera mitad del siglo
XX y en la segunda mitad fueron desarrolladas
sus realizaciones numéricas gracias al avance de
la informatica.

Aqui vamos a considerar su aplicacién a las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Sea dada la ecuacién Au=f (1), definida

en algun espacio de Hilbert H (H real) con
|
norma HuHH :”uH :(u,u)5 , con un operador

simétrico positivamente definido A, tal que
D(A)=H , donde D(A) es el dominio del

operador A y es un lineal denso en H , con las
propiedades:

(Au,v)=(u, Av)Vu,v € D(A) )
(Au,u)>0Vu e D(4), donde
(Au,u)=0u=0 3).
Entonces, el funcional cuadratico

F[u]:(Au,u)—Z(f,u) OR

tiene un minimo en el espacio Energético H , y

el elemento #, que minimiza F [u] coincide

con la solucién de la ecuacién (1) (la
demostracién formal de la ultima afirmacién se
encuentra en (1).

! Eduardo Rivadeneira Molina, Profesor de la
Escuela Superior Politécnica del Litoral (ESPOL);
(e-mail: erivaden@goliat.espol.edu.ec)

Por ejemplo si

n 2u

Au=~Au=-) —
o OX;

O

donde A es el operador de Laplace , y con la
condicion  que  D(A)= {u e Cz(ﬁ), U, = ()},
donde {2 es una regién acotada de R" y tal que
en (1) , f{x)e L,(Q), entonces el minimo
del funcional Fly]= f {(gradu)z _2uf}dQ

Q
nos da la solucién del problema de Poisson:

’“A”:féulaﬂ =0.

2. METODO DE RITZ

Sea A un operador positivamente definido en
el lineal D(A) en el espacio separable de

Hilbert H y f € H.Sea H, un espacio de

1
Hilbert con norma Hu“A =(Au,u)5 (6) (la
construccién formal de / ; puede verse en [1]).

Veamos en [, la base ortogonal contable
{ }+oo
D fiz1 ).

Definicién 1. Se llama solucidn generalizada de

la ecuacion Au:f (1) , al elemento
u,€H, que minimiza el funcional
Flu]=(duu)-2(fu) @

en el espacio H,, esto es, tal que

Fluy]= min Flu]

uyeH 4
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E. RIVADENEIRA

Tomemos un ndmero entero positivo 7, y
vamos a buscar la aproximacién #, de u, enla

forma
(A(D[y[pl)al +(A¢|’¢2)a2 +"'+(A(Dl’¢n)an = (.f’¢)1)

n (A@’("z)al +(A(Pz’(/’2)a2 +”‘+(A¢Z’(pn)an = (f;‘/’z) (13)

u, = a0, 3,
o

donde a, son constantes por el momento

desconocidas y ¢, son elementos de (7).
Estas constantes se definen de la condicién
F[un]z min, lo cual significa que entre

todas las aproximaciones de la forma

v, =2 b, o),
k=1

donde b, son cualesquiera nimeros reales,

el funcional F toma el valor minimo con
exactitud hasta la de la aproximacion (8).

Introduzcamos v, en @),

Flv, )= [Aibkq)k,ibk(pkj— z(f,f_jbmj(w)
k=1 k=1 k=1

, dado que

(40,0, )00, =(40,.0, b, i ).,
entonces

F["n]: (A¢)l!<01y712 +2(A¢1’(P2)b1bz + o
+2(A¢1’¢n)blbn +(A§02>(02)b§ + .
+2(4¢,,0, )b,b, + ..

+(40,.0,)07 =2(f.0,), - .
-2(f.0,)b, 1.

Los productos escalares (Agol.,q) ,.) , son

nimeros fijos que estan definidos por los
elementos de la base dada.

Determinemos

oFy,]
ob,

=0,j=1n (12),

h,=¢1,,i=L_n

para establecer el punto minimo de (11) en el
punto (aI s, ) De aqui obtenemos el
sistema

(40,,0,)a, +(40,,0,)a, +..+(40,.0,)a, = (1.0,)

el cual tiene solucidn tnica.

Por tanto hemos obtenido los valores de los

nimeros @, ,1 =1,7n , esto es, hemos

n
determinado u#, = Zakgok (8).

60

k=1
3. CONCLUSIONES

En  consecuencia de lo  expuesto
anteriormente tenemos el siguiente resultado:
Teorema 1. Sea A un operador
positivamente  definido sobre el lineal

D(A), ‘el cual es denso en el espacio
separable de Hilbert H, y seafeH.

, . o
Ademas, la sucesion {(/’,- }i:w forma una

base ortogonal en F ,. Entonces, la sucesion

de Ritz {un} , con constantes a, ,i=1,n ,

definidas univocamente por cada 7 fijo del
sistema (13), converge a la solucién

generalizada u, de la ecuacion Au = f en
el espacio H ,.Cabe mencionar de que del
hecho de que u, —>u, en H ,, no se sigue

en general que Au, —> f en H.

Para la realizacién numérica es Optimo usar
una base ortonormal, lo cual permite obtener
mejores resultados, y asi afiadir a la
simplicidad del método, mayor exactitud .

Para una mejor visualizacién de la necesidad
de una mayor formalizacion de este método,
se puede consultar el texto de Godunov [2],
donde se explica la necesidad de condiciones
de convergencia con un contragjemplo
simple.



METODO DIRECTO DE RITZ PARA DETERMINAR EL MINIMO DE UN FUNCIONAL EN Hy

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BRUCKNER A. M., BRUCKNER J. B, 3. REKTORYS KAREL (1980). “Variational

THOMSON B. S. (1997). “Real Analysis”, Methods  in  Mathematics,  Science  and

PRENTICE-HALL, New Jersey. Engineering”, Dr. Reidel Publishing Company,
Prague.

GODUNOV 8. K. (1984) . “Ecuaciones de la
Fisica Matemdtica”, Editorial MIR, Moscu.

61



	Page 1
	Page 2
	Page 3

