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Resumen: En este escrito continuamos la presentacion iniciada en articulo anterior con el mismo nombre. Se pretende ahora
presentar las caracteristicas que tiene el movimiento de cuerpos no tan pequerios como los electrones ni tan veloces en
comparacion con la velocidad de la luz. Se analiza en esta Segunda Parte las relaciones con las que podemos describir el
movimiento de los cuerpos. Se hace uso de los sistemas de coordenadas mayormente empleados para describir movimientos y que
permiten al estudiante de Fisica plantearse problemas relativamente interesantes y prdcticos.
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Abstract: In this paper we continue presentation initiated in previous article with the same name. Intends to now introduce the
features that the movement of bodies not as small as electrons or so fast compared to the speed of light. In this second part discusses
relations with which we can describe the movement of bodies. It makes use of the coordinate systems mostly used to describe

movements and allow the student of physics arise relatively interesting and practical problems..
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1. INTRODUCCION

Los avances que ha tenido la humanidad se
deben al dominio que ha hecho el hombre de las
leyes de la naturaleza. Los pueblos mas
desarrollados son los que han logrado primero el
manejo del conocimiento. La Fisica como
ciencia de la naturaleza tiene como mision la de
extraer cada vez mas esos detalles que contiene
la naturaleza y que podemos usar en provecho
para el desarrollo de los pueblos.

A través de este texto no pretendemos presentar
ningin descubrimiento, pero si contribuir a que
las juventudes se motiven en el estudio de esta
ciencia tan importante para los pueblos y que su
dominio puede redundar en mejoras en el nivel
de vida de los pueblos.

Queremos presentar al estudiante y al profesor
de Fisica un enfoque, resultado de los afios
dedicados a ensefiar Fisica a los estudiantes de
la ESPOL. Estos afios nos han mostrado que
para ensefiar Fisica hay que tener un buen
conocimiento de ella, que la ensefianza no se
quede en un reconocimiento de lo brillante que
es la naturaleza, sino en entender el porque es
asi la naturaleza. Si la entendemos vamos a
poder usar sus leyes en nuestro beneficio.

El material que queremos presentar tiene que
ver con conceptos desarrollados en el siglo
XVII y que actualmente tienen plena vigencia
tanto para ingenieros o técnicos como para
personas de Aareas que necesiten  un
conocimiento formal del movimiento de cuerpos
materiales. Por ejemplo podria ser de utilidad a
un médico que estudic el movimiento de
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articulaciones, fluidos en el cuerpo humano o
para un agréonomo que estudie el movimiento de
fertilizantes en el suelo. Ademas quisiéramos
que el profesor de universidad o de colegio
tenga una herramienta que con la suficiente
rigidez matematica explique y respalde los
conocimientos que imparta en el aula de clase.
Trataremos de la matematica necesaria para la
explicacion sea desarrollada paralelamente en la
medida de la necesidad.

1.2.3 Velocidad en coordenadas polares.- En
coordenadas polares la posicion estd dada por
un vector que se dirige en la direccion radial por
lo que no tendra componente azimutal:

7(t) = r(t)é,.(t) (3.11)

Matematicamente es el producto de dos
funciones del tiempo, la distancia al polo y la
direccion radial.

Graf. 3.10 Posicion en Coordenadas Polares

Para hallar la velocidad en este caso usaremos la
regla 9:

deér + il 3.12

dc ' de’r (3.12)

La derivada del vector unitario radial &, existe
cuando el cuerpo sufre una variacion angular de
6 porque si este angulo no cambia el vector
radial seguiria igual. De ahi que ese vector
depende del tiempo solo si @(t) es funcion del

N
vV=r
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tiempo: €,(¢(t)). Por lo tanto para derivar el
vector radial debemos usar la regla 10:

ey _derde g g

dt de dt
La derivada de €, con respecto al angulo ¢, del
grafico 3.11 podemos apreciar que es un vector
unitario en la direcciéon azimutal, tomando en

cuenta que do = |dé,| :
Graf. 53.11 Direcciones en Coord. Polares

-

€p
g, mmde,
do /<
e,
aé _
=S (3.14)
De ahi que las componentes de la velocidad
sean:
_dr _do 315
U= Vo =T (3.15)

Componentes: radial y azimutal de la velocidad.
Graf. 3.12 Velocidad en Coord. Polares

v

Té +108, (3.16)

Por ejemplo: Un mdvil mientras se desplaza su
posicion esta dada en coordenadas:

r=3t2+5

{ P (3.17)
Entonces las componentes de la velocidad
seran:

v, =6t v, =(3t*+5)3 (3.18)

De manera que la velocidad toma la forma:

U = 6té, + (9t* + 15)é,, (3.19)
1.2.4 Velocidad en coordenadas naturales.-
En coordenadas naturales es féacil escribir la
velocidad porque sabemos la velocidad es
siempre tangente a la trayectoria, es decir la
velocidad tendréa una sola componente:

(3.20)

donde v es la rapidez del movimiento.

Aqui hemos usado el hecho que se desprende de
la definicion de la velocidad; la rapidez es la
magnitud de la velocidad.

S S ds
V=T N VvV=—
dt
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Como ejemplo veamos un movil desplazandose
en una determinada trayectoria de manera que la
distancia al punto de referencia varia con el
tiempo:

s(t) =3t +5t—2 (3.21)
Su rapidez la obtendriamos derivando s(t):

v=6t+5 (3.22)
Y su velocidad sera:
U= (6t+5)7T (3.23)

1.2.5 Velocidad en coordenadas cilindricas.-
Partimos otra vez de la definicion de velocidad:
es la derivada de la posicion con respecto al
tiempo. La posicién en coordenadas cilindricas

se la expresa como la suma de dos
componentes:

7 =pé, +zk (3.24)
En esta expresion p(t),€,(t),z(t) son

funciones del tiempo, aunque la dependencia de
p(t) es a través de @(t). Usando las reglas de
derivacion:
d dé, dz
5=z 4,0 (3.25)
Y usando las relaciones (3.13) y (3.14) que
obtuvimos en coordenadas polares para la
direccion radial:

Graf. 3.13 Coordenadas cilindncas

Z

5= WPg | 90, Ly 3.26
R TACREFTRCRT: (3.26)
De manera que la velocidad tendrd tres

componentes perpendiculares entre si:

dp
Vp = E
do
vp=p— (3.27)
_ dz
V2 T e

Por ejemplo: El movimiento de un cuerpo
descrito en coordenadas cilindricas se expresa:

p=10m
¢ =5t (3.28)
z =3t

Corresponde a un movil que se desplaza por una
espiral ascendente dentro de un cilindro de 10 m
de radio.
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Graf. 3.14 Ejemplo de Coord. Cilindricas

iminl

Su velocidad tendra las siguientes componentes:
Graf. 3.14 Posicion en Coord. Esféricas

v, = 0
v, = 10(5) =50m/s
v, =3m/s
1.2.6 Velocidad en coordenadas esféricas.-

. L df
De la definicion de velocidad: =2 vy
tomando en cuenta que

dt

la posicién en
coordenadas esféricas tendria solo componente
radial:

(3.29)

7(t) =ré, =r(t)é.(t) (3.30)

Entonces usando la regla 9 de derivacion se
obtiene:

dr dé,

13=—é’r+rﬁ

n (3.31)

En coordenadas esféricas la dependencia con el
tiempo de la direccion radial se manifiesta al
variar tanto el angulo ¢ como el angulo 6:

é-(p (1), 6(1)).

dé, dé.dp dé. db
dt de dt d dt

(3.32)

Si hacemos variar solo el angulo ¢, del grafico
3.15 se nota que:

-

é,
—— =sin(0) ¢,

7o (3.33)
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Graf. 3.15 Variacion del angulo ¢.

De igual manera el cambio en &, por la
variacion del angulo 6 lo calcularemos haciendo
variar 8 manteniendo fijo a ¢.

Del grafico 3.16 podemos apreciar que:

Graf. 3.16 Variacion del angulo ¢.

=32 (3.34)

De manera que la velocidad en coordenadas
esféricas tendra las siguientes componentes:

Graf. 3.17 Ejemplo de Coord. Esféricas
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_dr
U=
; %
v, = 1Siné ar (3.36)
_ . de
Vg =T dt

Por ejemplo: La posiciéon de una particula en
coordenadas esféricas esta dada por

r=R
_mt
$=mM0 0 (337)
0= mt
10

Representa una particula moviéndose sobre una
esfera, rotando y desplazandose hacia abajo. Las
componentes de la velocidad en cualquier punto
seran:

v, =0
-t [ w? mt
5=V = Rsmﬁ(mcos m) (3.38)
T
Vg = RE
v.=0
mlR  mt Tt
‘l} — 'U(p = mSlnECOSm (339)
R
Vg = E

No existe velocidad radial ya que la distancia al
centro se mantiene constante. Rota en forma
uniforme alrededor del eje vertical ya que la
componente v, es constante.

2. ACELERACION Y CAMBIOS DE
MOVIMIENTO

2.1 Aceleracion.- El movimiento de un cuerpo
puede sufrir cambios en la trayectoria. Esto
puede manifestarse ya sea porque cambia la
rapidez del movimiento o porque suceda
cambios en su orientacion. De ahi que si
queremos medir los cambios de velocidad o
cambios en ¢l movimiento debemos introducir
una cantidad vectorial que apreciec estos
cambios. Esta cantidad la denominaremos
aceleracion.

Aceleracion.- Cantidad fisica vectorial que mide
los cambios en la velocidad. Por definicion
aceleracion es la derivada matematica de la
velocidad:
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dv

Asi como la velocidad tiene sus componentes
seglin el sistema de coordenadas que usemos la
aceleracion tendra sus componentes. El
significado de sus componentes dependera del
sistema que estemos usando, aunque todas se
refieran a cambios en caracteristicas de la
velocidad.

2.11 Aceleraciéon en coordenadas
rectangulares.- En coordenadas rectangulares
la velocidad mide los cambios que sufren las
proyecciones de la posicion sobre los ejes
rectangulares. De igual manera la aceleracion
tendra sus respectivas componentes:

d=a,l+a,j+ ak =
dv,

dv, , dv,
0=t T

N

k (4.2)

La componente a, refleja los cambios que sufre
la componente v, de la velocidad y asi cada
componente de la aceleracion. En el ejemplo
que habiamos propuesto:

v, = 10t
U(t) ={vy =4cos(t) -  (4.3)
v, = —4sin(t)
v, =10 m/52
a(t) =4 v, = 4cos(t) (4.4)
v, = —4sin(t)

2.1.2 Aceleracion en coordenadas naturales.-
En coordenadas naturales hay que tener en
cuenta que las direcciones dependen del tiempo.
Para la aceleracion es necesario conocer la
derivada del vector tangencial, tomando en
cuenta que este vector cambia porque la
direccién 8 cambia:

Graf. 4.1 Direcciones en C. Naturales
# /e
dg

T
w.
mn

5=
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A di  dide do _
00 » G wa @

(4.5)
Notese del grafico 4.1 que el cambio de 7 sigue
la direccion del vector 7.

De esta manera la aceleracion en este sistema de
coordenadas tendra dos componentes:

(4.6)

Es decir la aceleracion tiene una componente
tangencial y una componente normal:

dv

a; a, =v—

dt

Si la trayectoria fuese una circunferencia de
radio R entonces podriamos establecer una

. . e .
relacion de la derivada . con la rapidez:

Graf. 4.2 Movimiento circular

ds
o
AR
0
ds = Rd6 ds_p% 8
= rd = — = —_— .
s vEn Ry @9

Esta relacion permite expresar la aceleracion
normal como:

_UZ_R(dQ)Z
W=k T

Esta relacion valida para el movimiento circular
se la puede usar para cualquier trayectoria. Para
eso en cada punto de la trayectoria trazaremos
una circunferencia tangente a la trayectoria y
que est¢é de acuerdo con su curvatura como
muestra el grafico 4.3.

(4.9)

Graf. 4.3 Radio de curvatura

Este radio tendria un valor variable y que
llamaremos radio de curvatura p:

2

v
a, = p =p (4.10)

2.1.3 Aceleracion en coordenadas polares.-
En coordenadas polares hay que tomar en
cuenta los cambios que sufren las orientaciones:

L, av
a= i arér + a,€, (4.11)
L _dr do
donde v = Eer + rzeqJ

La orientacion radial obedece a la relacion (25).
Para obtener la variacién que sufre la direccion
azimutal observemos el grafico 4.4:

Graf. 4.4 Direcciones en C. Polares

dép

El cambio de la direccion azimutal sigue la
direccion contraria de la direccion radial:

dé, dé,de de
@ ® >
— =——=—¢,— 4.12
dt  de dt | Udt (412)
Y usando las reglas de derivacion:
. d¥r, drdé drde,
d=——é

a2’ v arar Tacac e

d%p do dé,
—8 _ 4,13
+r dt? e"’+rdt dt ( )

Al incluir las derivadas de las direcciones

obtendremos:

L (d?r dso)z -
“= W_Y(E ér

drde) |
de dt )¢

d?e

+ (rﬁ +2 (4.14)

¢
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Es de anotar que a la distancia r la hemos tenido
que derivar dos veces lo que se ha anotado con

., d?*r ,
la representacion: —  (segunda derivada).

dt?
Tendremos entonces una componente de la
aceleracion en la direccion radial y otra para la
direccion azimutal.
De estos términos algunos tienen importancia

. . . do\?

especial, por ejemplo el término —r (E) es
importante en el movimiento circular, es decir si
r =const , @ = @(t), este término se lo

denomina aceleracion centripeta. El termino
rdo
at at
presenta cuando r=71(t) y ¢ =¢@(t) . Es
conocido como aceleracion de Coriolis.
En el ejemplo propuesto para la velocidad en
coordenadas polares:
U = 6té, + (9t* + 15)é,
Su derivada nos daria la aceleracion:

-

deT =
—+ (1808, +

dé
+(9t2 +15)—2
( ) It
Esta expresion cambia al
derivadas de las direcciones:

que sigue la direccion azimutal, se

(4.15)

d = 6é,.+ 6t

(4.16)

reemplazar las

R 5 doy
da=(-9-9t?)e, + <18t + 6tE> €y
=—(9 +9t%)é, + (36t)é, (4.17)
Aqui usamos el valor de ¢ = 3t dado en el

ejemplo.

2.1.4 Aceleracion en coordenadas cilindricas.-
Usaremos en este sistema de coordenadas
derivadas de las direcciones similares a las
obtenidas para coordenadas polares:

-

dép_q dap_ R dk_0 418
dp % @& g0 GI®
Por lo que partiendo de la velocidad:
5= s (e 49
VE G P etk (419)
La aceleracion tendra las  siguientes
componentes:
. d’p_, dpdé, dpdy,
Tt aa Tacacte”
d?e | dpdé, d?z.
p_dtz e(p + pad—:) + Wk (420)

Al reemplazar en esta expresion las derivadas de
las direcciones nos da:

. (4% (dw)z .
= \aez " P\ac) )%
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d’ _dpdo) ,

+ (pﬁ + 255) e(p
+dZZE 4.21
dtz ( - )

Las tres componentes de la aceleracion. Igual
que en coordenadas polares se observa la
.y , do 2
aceleracién  centripeta, —p (E) y la

., .. odpd
aceleracion de Coriolis, 2 L8
de de
En el ejemplo propuesto para la velocidad en
coordenadas cilindricas teniamos (3.28):

p=10m .
@ =5t v =50¢€, + 3k
z=3t

Su aceleracion tendra la siguiente expresion:

de dé, do
5 4o _ 4o d® _ _ S
G =502 =50 0 = ~(50) ()%,

Este movil solo experimenta una aceleracion
radial constante de 250 m/ 52 dirigida hacia

adentro de la espiral.

2.1.5 Aceleracion en coordenadas esféricas.-
De igual manera para encontrar la aceleracion
en coordenadas esféricas hay que tomar en
cuenta las derivadas de las direcciones (3.32):

dé, dé.dp dé.do
dt  de dt = do dt

_de . dE
= sinf ——e, + —teg (4.22)

(4.23)

déy_déydo  dégdo
dt de dt df dt

Para el vector §¢, hemos tomado en cuenta que
¢l puede variar solo si varia el angulo ¢. En
cambio el vector &g puede cambiar si cambia ¢
0 si cambia 6.
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-

dey -
% = coste, (4.28)

Haciendo variar solo el angulo ¢ en el grafico
4.5 observamos que el cambio que sufre la
direccion €, se la tiene que descomponer en dos
componentes, una en la direccion —é, y otra en
la direccidén —éy.

dég lle, -
Por esto la derivada de la direccién &5 con

d§¢—( infé, 9*)d(p 4.25
ar sinfe, — cosfey T (4.25)

Graf. 4.7 Cambios de direccion 8 si
el angulo ¢ cambia

Graf. 4.5 Cambios de direccion en
Coordenadas Esféricas

respecto al tiempo sera:

L déy dp , db,
Para el vector €y primero observaremos su —— =cosf——e (4.29)

o~ g 6r
cambio en el grafico 4.6 cuando cambia el dt dt de

Estamos listos ahora para escribir la aceleracion
Graf. 4.6 Cambios de direccion 0 si a partir de su definicion:
el angulo 6 cambia.

L dv

T
,_dr, o dey de ,
donde U=Eer+r(smea)eq,+r$eg

Agrupando los términos semejantes y

i observando las reglas de derivacién tendremos
que:
angulo 6. i dr L dg 2 don? i
a= W—rsm H(E) _T(E) e,

En el grafico apreciamos que la direccion del
cambio de O es contraria a la direccion radial:

+ (2502 4 2rcosn 1220
dé, 426 S gt de T % ar de
05 (426 72
do + rsinf dtf) €y

Ahora observemos el cambio de € en funcion

del cambio del angulo ¢, manteniendo fijo el dr dé doy>
angulo 6. En el grafico 4.7 podemos apreciar: < Tedr rsinfcos6 (E)
20
de de — 8 4.30
pp o Bl _ldEl +rdt2>eg (4.30)

" |é.lcos8 ~ cos6
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Donde aparecen las tres componentes de la
aceleracion. Aqui también podemos distinguir la
aceleraciéon de Coriolis para el caso cuando
6 = const, r =7r(t) y ¢ = @(t). En este caso

’ . . de dr
el término 2sinf d_(fﬂ corresponde a la
aceleracion de Coriolis.

Como ejemplo analicemos el movimiento de
una particula por la superficie de una esfera
r = const por una trayectoria circular con un
angulo 8 = /6 = 30°.

Graf. 4.8 Ejemplo de C. Esféricas

#.'_"':___:_i'.‘,r.
I X/
&R\
{ |
= ,_-rﬂﬁ Er
N
Yo x“e_ﬂ
IFja-r::, &
iR
/R
/
r=R
@=5t (431)
6=m/6

La posicion y la velocidad las obtendremos por
las reglas de derivacion y observando las
derivadas de las direcciones (4.25), (4.29):

83

De igual manera derivando la velocidad se
obtiene la aceleracion:

. 5 _dé, 5(5) o, T
a= 2l d_t.ip = TR (—smger - cosaee)
25 25V3
= —T gr - Rég (433)

Entonces la particula tendrd una aceleracion
constante con dos componentes perpendiculares.
Como se aprecia en el grafico la aceleracion
estara dirigida al centro de la trayectoria
(aceleracion centripeta).

3. CONCLUSIONES.

En esta contribucion hemos presentado la forma
de describir el movimiento de los cuerpos bajo
el modelo de particula. Para esto hemos visto
que podemos describir el movimiento de un
cuerpo en varios lenguajes, los que veremos
apropiados mas adelante conforme las
necesidades de los problemas a tratar lo
ameriten. Hemos descrito el movimiento usando
los sistemas de coordenadas mas usados y a la
vez destacado su importancia en ejemplos
apropiados para cada uno de ellos.

Usando la matematica ya desarrollada se ha
podido también describir la medida para los
cambios de movimiento y que en la Mecanica
Clasica se denomina aceleracion. Se describe la
aceleracion en  diferentes  sistemas de
coordenadas y sus correspondientes ejemplos.
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